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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

Dang Thanh Nam 

Auditing 5 la, National economics University, Ha Noi, Viet Nam 
Email: dangnamneu @ gmail.com 
Yahoo: changtraipkt 
Mobile: 0976266202 

Cùng với phương trình, bất phương trình vô tỷ thì hệ phương trình là bài toán luôn xuất hiện 
trong đề thi các năm 

Thứ tự ưu tiên các hướng khi giải hệ phương trình 

+ Các hệ mà 2 phương trình của hệ có dạng tương đương thì trừ 2 vế của hệ, hoặc cộng 2 vế của 
hệ sẽ được nhân tử chung. 

+ Biên đôi tương đương hệ phương trình đã cho, biên đôi rút ra một phương trình trong hệ là 
phương trình tích. 

+ Các hệ có biệt thức xy,x+ y',(x + y) 2 ',x- y;x 2 - y 2 ,...đặt u=x+y',v = xy 
+ Có các nhân tử chung ở các phương trình của hệ thì đặt ấn phụ. 

+ Thường thì Đe thi Đại Học cho đặt ấn phụ nhưng ta không thế nhận thấy ngay được nên đặt 
cái gì. Vì vậy phải chia hoặc nhân với một biêu thức của biên nào đó( chăng hạn như 
X, y,x 2 ,x 3 ,xy,... ) sau đó mới đặt ấn phụ được. 

+ Hệ có một phương trình dạng là hàm bậc 2 của X hoặc của y, giải phương trình này theo ân 
đó sẽ rút ra X theo y (hoặc y theo X ). 

+ Thay biêu thức ở một phương trình vào phương trình còn lại. 

+ Biến đôi các phương trình trong hệ rùi dung phương pháp hàm số. 

+ Đánh giá nhờ vào điều kiện có nghiệm của hệ, các bất đắng thức. 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

PHƯƠNG PHÁP BIỂN ĐỔI TƯƠNG ĐƯƠNG 
BÀI TẬP MẪU 


Bài 1. Giải hệ phương trình: 

Í5x 2 y-4xy 2 +3y 3 -2(x+y) = 0 (1) 

1 - ' (x,yeM) 

[xy(x 2 + y-) + 2 = (x+yý (2) 


Lời si ải: 

Biến đổi phương trình thứ hai của hệ: 

xy(x 2 + y 2 ) + 2 = (x + y) 2 <=> xy(x + y) 2 -2x 2 y 2 + 2 = (x + y) 2 

<=> (x+ y) 2 (xy -1) -2(xy -l)(xy + 1) = 0 <=> (xy -l)((x + y) 2 — 2(xy + 1)) = 0 


^(xy-l)(x 2 + y 2 -2) = 0^ 


xy = ì 

2 , „ 2 _ o 

* +y =2 


(i). Với xy = 1, thay vào (1) ta được: 5x 2 y-4xy 2 +3y 3 -2xy(x + y) = 0 


<=> 3x°y-6xy 2 +3y 3 = 0 <tí> y(x-y)° 


= 0, nhưng do xy = 1 nên X = y <=> 


X = 
X = 


y = i 

y = -i 


(ii). Với X 2 + y 2 = 2, thay vào (1) ta được: 5x 2 y-4xy 2 +3y 3 -(x 2 + y 2 )(x+ y) = 0 


<^>x 3 -4x 2 y + 5xy 2 -2y 3 = 0<=>(x-2y)(x-v) 2 = 0<^> 


x = 2 y 
x = y 


Thay vào phương trình (1) ta suy ra các nghệm của hệ là 



ịx+ y = 2 

Bài 2. Giải hệ phương trình < ,— (x, y e M) 

ị4x +y =5[2x-y)^xy 


Lời giải: 

Điều kiện: xy > 0 
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Ịx + y = 2 

Hệ tương đương với ị 2 ,— 

|(2x- >’) +4xy -5(2*- y)yỊxy = 0 


<=> { 


x+y = 2 

ị^2x-y-^^2x-y-4yfxỹ ) j = 0 


<=> 


\x + y = 2 
2x — ỵ — yịxỹ = 0 
ịx + y = 2 
[2x-y-4yjxỹ = 0 


<=> 


ịx+ y = 2 


[3jc -2 = \l 2 X — X 1 
\x + y = 2 


<=> 


Vậy hệ có hai nghiệm là (jc,y) = (l,l); 


3x-2- 4\ỉ2x - x’ 

A 22 + 8^6 22-8>/ẽP 


x = ỉ,y = ỉ 

22 + 8V6 22-8^6 

x = - ——,y = -—— 

25 25 


25 


25 


Bài 2. Giải hệ phương trình 


( 2* 1 + y)(*+ y) + x(2x + l) = 7 - 2y 
x(4x + l) = 7-3 y 


Lòi giải: 


J 2x 3 + 2x y + xy + y 2 + 2x 2 + X = 1 -2y 
[4x 2 + x = l -3y 

Trừ theo vế hai phương trình của hệ ta được phương trình 

2x 3 + 2x 2 y + xy + y 2 - 2x 2 = y <=> 2x 2 (v + y) + y(x+ y) -(2x 2 + y) = 0 


<=> (2.Ử + y)(* + y -1) = 0 <=> 


y = -2x 2 
y = ì-X 


Đen đây xét từng trường họp ta suy ra nghiệm của hệ 


^ ịxy-x + y = 3 
Bài 3. Giải hệ phương trình í 

Ị 4.V • 12.V • 9.V = V I 6y • 5 


Lời giái: 

Hệ tương đương với 
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í xy - X + y = 3 
1 (x + y + l)(2x + 2-y) 2 =0 


\y = - I-X 

[ 1 — — JC — 1 — JC = 3 

Ị y = -2 - 2x 

(x(-2 - 2x) - x-2-2x = 3 


\y = - I-X 
[xy - X + y = 3 
\y = -2-2x 
[xy -x + y = 3 

\y = - I-X 

1 jc(— 1 — jc) — JC — 1 — JC = 3 
Ị y = -2 - 2x 

(x(-2-2x) - x-2-2x = 3 


<=> < 


X = ■ 


-5 + V5 

4 

2 + 2V5 


Vậy hệ có hai nghiệm là (x, y) = 


-5±V5 2 + 2V5 


Bài 4. Giải hệ phương trình 


ịx 3 +4x= y 3 + 16x 

1 + y 2 = 5(1 +JC 2 ) 


Lời giái: 

Hệ đã cho tương đương với 
[x(x 2 -ló) = y(y 2 -4) 
y 2 = 4 + 5x 2 

Bình phương hai vế phương trình thứ nhất của hệ ta được 
X 2 (x 2 -ló) 2 = y 2 (y 2 -4) 2 và thay y 2 = 4 + 5x 2 vào ta được 

X 2 (x 2 -ló) = 25x 4 (4 + 5x 2 ) -g> 4x 2 (x 2 -l)(31x 2 + 64) = 0 
Với X = 0 ta được y 2 = 4 <=> y = ±2 


2 . -15x = 5y 

Với X — 1 hệ trở thành ị <=> 

\y 2 =9 


1X = 1 
[y = -3 
\x = -1 

y = 3 


Vậy hệ có bốn nghiệm là ( 0 , ± 2 ); (-1,3); (1,-3) 
Cách khác: Xem phương pháp đồng bậc 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


Bài 5. Giải hệ phương trình: 


2x 

( 

1 + 

1 ^ 



V 

X +y ) 

2y 

1- 

1 \ 

2 2 


V 

X +y ) 


Lòi siải: 

Điều kiện X > 0, y ^ 0 . 

Khi đó hệ phương trình tương đương với 


1 + 

1 - 


1 


_ 3 _ 

2x 


x 2 + y 2 

1 J_ 
2 y 


<=> < 


X 2 + y 2 2x 2y 

2 = ị-± 

2x 2 y 


(*) 


2 , 2 

X + y 

Nhân theo vế hai phương trình của hệ ta được 


4 

X 2 + y 2 

<=>(9 y 2 


= ^-j^ G 9 y‘ +ỉx 2 y 2 - xi=0 

4x 4y 

-.r)(y 2 + .r) = 0<=>;c 2 =9y 2 <=>x = ±3y 


Từ đây thay vào phương trình (*) ta được nghiệm của hệ là 


(*’?) = 


n 

2 J 


Bài 6. Giải hệ phương trình: 




2 + 6y = --yịx-2y 

(1) 

« 

y 



^x-yỊx-2 y =x + 3y-2 

(2) 


Lòi si ải: 

Từ phương trình (1) của hệ ta suy ra: x-2y-y- s Jx-2y -6 y 2 =0 (*) 

Ta đặt t = yjx—2y , khi đó phương trình (*) trở thành: r —yt — 6 y 2 = 0, phương trình này có biệt 


thức À = 25y 2 , do đó 


t=3y Jx-2y=3y 

o ,__ 

_t = -2y *Ịx-2y =-2y 
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_ • __ 


(i) . Với yjx-2ỵ = 3y, khi đó ta có hệ 

^Jx-2y=3y 
^x-Jx^-2y =x+3y-2 

(ii) . Với yjx-2y = -2y ta có hệ 

ylx-2y=-2y 

yJx — y[x — 2 y = x + 3y-2 


Bài 7. Giải hệ phương trình : 

jl6*y-9/ =(2xy-y)(Axy 2 + 3) 

[4x 2 y 2 - 2 xy 2 + y 2 =3 

Lời si ái: 

Nhận thấy y = Okhông là nghiệm của hệ đã cho, khi đó ta chia hai vế của phương trình thứ nhất 
cho y 3 và chia cả hai vế của phương trình thứ hai cho y 2 , khi đó hệ trở thành : 


16jc 3 -9 = (2x-1) 


4x 2 - 2x+1 = — 


r . ^ 3\ 

4x + —r 

V y ) 


( 1 ) 

( 2 ) 


Thế từ phương trình (2) vào phương trình (1), ta được : 

y 

16x 3 - 9 = {2x-ì)[4x + 4 jc 2 - 2x + Ý) 16 t 3 -9 = (2x-\){4x 2 + 2x + Ý) 

1 3 3 . 3 

<=> I6x -9 = 8x —1 <=> a: = 1, thay vào phương trình (2) ta suy ra —7 = 3 <=> y = ±1. 

y 

Vậy hệ có hai nghiệm là (x,y) = (l,-l);(l,l). 


Bài 8. Giải hệ phương trình: 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

Ịx 2 (y + l)(v + y + l) = 3x 2 —4x + l 

[xy + X +1 = X 2 


Lời gịảù 

Nhận thấy X = 0 không là nghiệm của hệ, từ phương trình thứ hai của hệ ta có 

x 2 -l 


y + l = 


ta thế vào phương trình thứ nhất, ta được 




V * J 


í 2 , V 


x + - 


x 2 -l 


= 3x 2 -4x+lo(x-Ỹ)ị2x 3 +2x 2 -4xj - 


x = ỉ 
X — —2 


do X T 0. 


❖ Với x = ỉ=> y = 0. 


Với X = -2 => ỵ = 


Vậy hệ có hai nghiệm là (x, y) = (l;0); 


2 J 


Bài 9. Giải hệ phương trình : 


: + y + xy ( 2x+ y) = 5xy 
: + y + xy (3x- y) = 4xy 


Lời giải: 

Nhận thấy x = 0, y = 0 là một nghiệm của hệ. 

Với x = 0, ỵ ^ Ohoặc x # 0, y = Okhông là nghiệm của hệ. 

Ta xét xy ^ 0, khi đó chia theo vế cả hai phương trình trong hệ cho xy thì hệ trở thành 

' 11 . 

—I- b 2x Ty — 5 

X y 

' 1 1 

- + — + 3x-y=4 
X y 

Trừ theo vế hai phương trình của hệ ta suy ra: 2y — x = \=>x = 2y — \ ta thế vào phương trình 
thứ hai của hệ ta được : 

2y-l+y + y(2y-l)(5y-3) = 4y(2y-l) <^10/ -19/ +10y-l = 0 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


^(y-l)(l0y 2 -9y + l) = 0^ 


y = i 


y = - 


9 ±V4Ĩ <=> 
20 


x = l;y = l 


X = 


-1±V4Ĩ 9±VĨĨ 

———;y-—— 


10 


20 


Bài 10. Giải hệ phương trình : 

yịx + y +y/x-y = ỉ + yỊx 2 -y 2 

4x + Jỹ = 1 


Lời giải: 

Điều kiện : x>y> 0. 


Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 


Ụx+y-ì}Ụx-y-ì} = 0o 


yfx+ỹ = 1 

ỵí*-ỹ = 1 


(i). Với yjx+y = lkhi đó hệ trở thành 


ị\Ịx + y =1 |~x = 0; y = 1 

7 <=> 

|yjc + >/ỹ = l lx = ỉ-y = 0 


(ii). Với -\Ịx-y = 1 khi đó hệ trở thành 


Ux-y =1 

[VÃ + ựỹ = l 


o X = 1; y 


= 0 


Vậy hệ có hai nghiệm là (x; v) = (l;0);(0;l). 


Bài 11. Giải hệ phương trình: 


2 , , 3 2 , 5 


X + y + X y + xy + xy = — 

< 

4 (x,yeR) 


_^ 

X 4 + y 2 + xy(l + 2x) = — 


l 4 


Lòi si ải: 

Hệ đã cho tương đương với: 

X 2 + y + xy(x 2 + y +1) = -Ị- (1) 

(x 2 + y) 2 + xy = ^ (2) 

l 4 

Lấy (1) trừ (2) theo vế ta được : 

(x 2 + y)(l - (x 2 + y)) + xy(x 2 + y) = 0 <=> (x 2 + y)(xy +1 - {x 2 + y)) = 0 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 


<=> 


x 2 + y = 0 

xy +1 - (x 2 + y) = 0 


2 T» nT { 2> -5 J 5 J 25 


+ Với x+y = 0=>y = -X => <=> x.(-x) = --<=> X = 3 - => y = - 3 

4 V4 V16 


+ Với xy + l-(x 2 + y) = 0<=>x 2 + y = xy + l=> HPT <+> 


xy +1 + xy(xy + 2) = — 
(xy + 1) 2 +xy = — 


9 -3 

(xy) 2 + 3xy + = 0 xy = => < 


ưy = 


-3 


2 , .. -1 

X + y = — 1 
• 2 


<s> < 


X = 1 


y = - 


-3 


Vậy nghiệm của hệ là: (x, y) 


f 3^ 

1,— 

V 2y 




\ 


5 125 

3 — —3 —— 

v V4’ V 16 y 


Bài 12. Giải hệ phương trình: 



Lời giải: 

Điều kiện X * 0 

Khi đó hệ phương trình tương đương với: 


x+y + l- —= 0 

X 

(x+y) 2 -4 + l = 0 

X 


<=> < 


x + y = — -1 

X 

.3 , 5 . „ 

,F-1) 2 -Ặ+1 = 0 

L X X 


<=> < 


X + y = — -1 

X <=> i 

X 2 -3x+ 2 = 0 


x+y = --ỉ 

X 

X = 1 
X = 2 


<=> 


X = 1 

y = i 

X = 2 

-3 
y = ^r 


Vậy hệ có hai nghiệm: (x, y) = (l,l); 


( 


2 ,-- 


V 
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Bài 13. Giải hệ phương trình : 


x(y-9) + y fJ^Ĩ + l = 0 (1) 

y(ỈSx 2 +ỉ) = 3x + 22 + (xy + ỉý (2) 


Lòi 2Ìủi: 

Điều kiện: y > 1 

Khi đó từ (1) ta suy ra: ■s[ỹ-ĩ + 1 = 0 = x(y -9) => 8lx 2 +x 2 y 2 -18x 2 y-y-2^/y-l =0 (3) 
và (2) tương đương với: 18x 2 y + ỵ = 3x + 22 + x 2 y 2 + 2xy + 1 
<=> 18x 2 y + y -3x-x 2 y 2 -2xy-22 = 0 (4) 

Lấy (3) cộng với (4) theo vế ta được: 

81x 2 -3x-22-2 (xy + yịỹ—ĩ) = 0 (*) 

Mặt khác từ (1) ta lại có: xy + ^Jy-ì = 9x-ỉ, thay vào (*) ta suy ra: 

8 lx 2 - 3x - 22 - 2(9x -1) = 0 <=> 8 lx 2 - 2 Ix - 20 = 0 
Bài 14. Giải hệ phương trình: 



x + y = yjx+ y+ 2 


Lời giải: 



Khi đó hệ tương đương với: 



Vậy hệ có hai nghiệm: (x, y) = (l, l); (2, o) . 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


Bài 15. Giải hệ phương trình: 

(V3x + 4 - yfỹ-x)2 y = 2(— - 3x + 8) 

•í X 

y + log 2 x = l 


Lời si ải: 

+ Điều kiện 0 < X < 5 

. 2 2 

+ Từ (2) ta có y = 1 - log 2 X = log 2 — => 2 y = — , thay vào phương trình (1) ta được phương trình: 

XX 


V3x + 4-V5-x = 19-3x 2 + 8x 

<=> (Vãx+4 - 4)-+ (1-- sÍ5^x) = 16 -3X 2 + 8% 


3x-12 x-4 . .., .. 

— . -1- . — — (x — 4)(3x + 4) 

V3x + 4+4 1 + V5-X 

<=> (JC—4)C— 7 = — - J== + 3x + 4) = 0 

V3x + 4 +4 1 + yj 5 —■ X 


<=> x-4 = 0 (x > 0) <=> X = 4 => y = -1 


Vậy nghiệm của hệ là (x; y) = (4;—1) 


Bài 16. Giải hệ phương trình: 

IX 4 +2x 3 y+ x 2 y 2 = 2x + 9 (1) 


[x 2 +2xy = 6(x+l) 


( 2 ) 


(x,yeM) (*) 


Lời eiải: 


+ Thay 2xy = 6x + 6 - X 2 ở (2) vào phương trình (1), ta được 
X 4 + X 2 (6x + 6 - X 2 ) + (———^——) 2 = 2x + 9 


<=> 4x 2 (6x + 6) + (6x + 6-x 2 ) 2 =4(2x + 9) 

X 4 + 2x 2 (6x + 6) + (6x + 6) 2 = 4(2x + 9) 

<=> X 4 +12x 3 +48x 2 +64x = 0 <=> x(x 3 +12x 2 +48x + 64) = 0 


<»x(x+4) 3 =0<íí> 


x = 0 
X = —4 
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0 = 9 

+ Với x = 0=>(*)<^><! =>VN 

0 = 6 


+ Với X = -4 => (*) <í> 


X = -4 
17 

y = ~r 


Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x, y) = 


f , 17 a 
v- 4 '4. 


Bài 17. Giải hệ phương trình: 

X + y - A Ịxỹ = 3 
a/x +1 + ỵ -ị-ỉ = 4 

Lòĩ gừ/ừ 

, __ |xy>0 

+ Điều kiện 1 (*) 

Khi đó hệ phương trình tương đương với 

x+ y = 3 + ^/xỹ 

3 + y[xỹ + 2^1 xy + 4 + Vữỹ =14 

ịx + y = 3 + yfxỹ \x + y = 3 + y[xỹ 

[4(xy + 4 + y[xỹ) = (11 - yịxỹ) 2 [3xy + 26^/ựỹ-105 = 0 

<*> ịx+ y = 3 + Jxỹ ịx+y = 6 [x = 3 
°te = 3 °fc = 3°b = 3 
Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x, y) = (3,3) . 


<=> 1 


X + ỵ = 3 + yịxỹ 

x+ y + 2yjxy + X + y +1 = 14 


Bài 18. Giải hệ phương trình: 

ịxy + x+\ = ly (1) 

|x 2 y 2 +xy + l = 13y 2 (2) 


(x, }>el) 


Lời si ải: 
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Nhận thấy y = 0, không là nghiệm của hệ, do đó ta chia cả 2 vế của (1) cho y; chia cả 2 vế của 
(2) cho y 2 . 


Khi đó hệ trở thành: < 


X 1 

X + -—I— — 7 

y y 

V + T + ‘ 13 


<=> 1 


<=> { 


, 1 - X 

(x H-) H-— 7 

y y 

(x + —) 2 = 13 

y y 


(x+^-) = 7-- 

y y 

— = 12 


<=> 1 


<=> 


y 

— = 3 

.y 


y y" 

. 1 . _ X 

0 + -) = 7- — 

y y 

(7 ) 2 -— = 13 

y y 


X = 12 

y = i 

X = 1 

1 

y = - 


<=> { 


, 1 . _ X 

(x + -) = 7~— 

y y 

(—) 2 -15 —+ 36 = 0 
y y 


Vậy hệ có hai nghiệm (x, y) = (12, l); 




Bài 19. Giải hệ phưong trình : 


yjx + y + a/x + 3 
yjx + y + Vx = x + 3 


y-3 


Lòi giải: 

Điều kiện : X > 0; y > 3 . 

Khi đó phưong trình thứ nhất của hệ tưong đưong với 

y-3 y-3 r? = 3 

-Jx + y -y/x + 3 X ,Jx + y -yJx + 3 = X 

(i) . Với y = 3, khi đó 2 yjx + 3 = 0 <=> X = -3 loại. 

(ii) . Với ^Ịx + y -\Jx + 3 = X, khi đó hệ trở thành 

ịjx+y - Vx + 3 = X [Vx + 3 + Vx =3 
1 /——— r . ^ ox = l;y = 8 

[• N /x + y + Vx = x + 3 [• N /x + y - Vx + 3 = X 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x, y) = (l, 8). 


Bài 20. Giải hệ phương trình: 


I X + xy - 3x + ỵ = 0 

Ịx 4 +3x 2 y -5x 2 + y 2 =0 


Lời giái: 

Hệ đã cho tương đương với 

X + y = 3x - xy 
(3x-xy) 2 + x 2 y-5x 2 =0 


x 2 + y = 3x - xy 

(x 2 + y)~ +x 2 y-5x 2 =0 


\x 2 + y = ?)X-xy 
|x 2 (y 2 -5y + 4) = 0 


<=> 



ịx = 0 

u = 0 



Vậy hệ có hai nghiệm là (x; y) = (0;0);(l;l). 


Bài 21. Giải hệ phương trình 


Í3x 3 +5y 3 -2 xy = 6 
Ị 2x 3 + 3y 3 + 3 xy = 8 


Lời giái: 

Í3ư 3 +5y 3 = 2xy+ 6 
Hệ tương đương với < 

|2x 3 +3y 3 =-3xy+ 8 

Lúc này coi đây là hệ với hai ấn là X 3 ; y 3 từ đó suy ra hệ tương đương với 

íx 3 =22-21xy , „ , nii/% , .. 

< nhận thây X = 0 hoặc y — 0 không thỏa mãn hệ nên nhân hai vê của hệ với nhau 

[y 3 = 13xy -12 


ta được 

(xy) 3 = (22-21xy)(l3xy -12) o (xy-l)Ị(xy) 2 + 274xy-264-j = 0 
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<=> 


xy = 1 

xy = -137 ± Vl9033 
Với XV = 1 <=> 


X = 1 

y = í 


Với xy = -137 ± V19033 <=> 


* = ^22-2l(-137±VĨ9Õ33j 
y = ^íl3-12(-137±VĨ9Õ33j 


Vậy hệ có ba nghiệm 

Bình luân: Dạng bài toán này có cách giải rất hay và hết sức cơ bản, ta có thể sáng tạo nhiều bài 
toán tương tự 


Bài 22. Giải hệ phương trình 


< 


X + sjx + 2 y +1 — X ỵ + y + 1 
(x + y-l)yjy + 1 =10 


Lòi giải: 


Điều kiện: 


íx 2 +2y+ 1> 0 

ịy>-l 


Kh i đó biến đối phương trình thứ nhất của hệ 

X 3 +yjx 2 +2y+ 1 = x 2 y + y + l<=> X 2 (x-y)+^/x 2 + 2y + l-(y + l) =0 

, , /-T— —-- íy = -l , , 

Nêu cả y + l = yjx + 2y + l =0<» < 0 thay vào phương trình đâu của hệ ta được 

X = 1 


X 3 = -X 2 <=>x = -l=>x+y-l = -3<0 không thỏa mãn vậy chúng không đồng thời bằng 0, khi 
đó biến đổi phương trình như sau 


í 

2 / x 2 -y „ _ / X 2 x+y 

o X (x-y) + — J= -- = 0<ti>(x-y) X + , - 

yỊx 2 + 2y + l +(y + l) ^ ^/x 2 + 2y + 1 +(y + l) 

(x + ỵ-l)yjy-l =10=>x+y>l nên X 2 + , - x+ y - >0 

X + 2y +1 + (y + 1) 

Vậy y = X thay vào phương trình thứ hai của hệ ta được phương trình 


= 0 nhưng do 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ fx>l ịx>ỉ 

(2x-lWx-l = 10<=> \ 2 ,/ 2 , N ox = 3 

v ’ |(x-l)(2x-l) =100 Ị(x-3)(4x 2 +4x + 17) = 0 

Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x; y) = (3; 3) 


Bài 23. Giải hệ phương trình 


Ịl + xV =19x 3 

Ịy + xy 2 =-6x 2 


Lời giải: 

Nhận thấy X = o không thỏa mãn hệ phương trình, với x^o nhân vào hai vế của phương trình 
thứ hai với X ta được hệ 


l + x 3 y 3 = 19-G 


. 2,2 _ ri 

xy + x y =-ox 


<=> < 


l + x 3 y 3 + ^(xy + x 2 y 2 ) = 0 


1 + x 3 y 3 =19x 3 




( 23 

( 33 

xy + - 

ưy + - 

V 3 ) 

V 2yl 


(xy +1) = 0 


<=> 


1 + x 3 y 3 = 19x J 


1 

x = — 

3 

j = -2 


X = 

2 


y = 3 


Vậy hệ có hai nghiệm là (x; y) = 


(1 'ì 


( 1 3 

—;-2 


—-;3 

v3 J 


l 2 J 


___.. , , [x + xy + 2x +2y-16 = 0 

Bài 24. Giải hệ phương trình < ' 

Ị(x+y)(xy + 4) = 32 

Lời giải: 

Hệ tương đương với 

íx(x+y) + 2(x + y) = 16 í(x+y)(x + 2) = 16 
Ị(x + y)(xy + 4) = 32 |(x+ y)(xy + 4) = 32 
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í 16 


32 


<=> i 


X + y xy + 4 
(x + y)(x + 2) = 16 


<=> 


ịxy = 2x 

Ị(x + y)(x + 2) = 16 


ịx = 0 
\y=s 


ịx-6 

ịy = 2 


Vậy hệ có ba nghiệm (x;y) = (0; 8);(2; 2);(-6; 2) 


Bài 25. Giải hệ phương trình 


X 3 -12y 3 + xy(7x + 16y) = 0 
yịx- 2y + yjx + 2y = 2 


Lời giải: 

. , ịx-2y >0 
Điều kiện ị 

[x + 2y > 0 

Khi đó hệ tương đương với 


(x-3y)(x-2y) 2 =0 
2x+2^x 2 -4 y 2 =4 


ịx = 3y 

ụỉf=2-3y 
[x = 2y 
[2y = 2 


<=> < 


x = 3y 
x = 2y 

x + yỊx 2 -4y 2 = 2 


<=> 


<=> 


x = 2;y = l 

9-3^5 3 -V 5 

x = —-—;ỵ = -——— 
2 2 


Vậy hệ có hai nghiệm là (x;y) = (2;l); 


9-3V5.3-V5 

_ 9 _ 


Bài 26. Giải hệ phương trình 


XyỊx 2 +2y + X + 1 + 4 y + X + 1 = 0 
2^y 3 + 2y-x-l) = y 2 (x + l) 


Lời giải: 

Viết phương trình thứ hai của hệ dưới dạng 
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2(_y 3 + 2y-x-l) = y 2 (x + l) <íi> 2(y 3 + 2y) = y 2 (x + l) + 2(x + l) 

<=> 2y(y 2 + 2 ) = (x + l)(y 2 + 2 ) <=> 2y = x + ỉ, thay vào phương trình đầu tiên của hệ ta được 
phương trình 

x\lx 2 + 2x + 2 + 3(x + l) = 0 

Neu X > 0 thì vế trái của phương trình luôn lớn hơn 0, vậy nên phương trình có nghiệm nếu 
X < 0 , nên chia cả hai vế của phương trình cho x 2 ,x<0 ta được 


1 

( 1 1 'ì 


( 1 1 > 


( 1 1 ^ 


( 1 1 3 

1 + 2 

— + 2 

+ 3 

~ + 2 

= 0» 1 + 2 

~ + 2 

= 3 

~ + 2 


yx X ) 


yx X ) 

V 

'v X X ) 


K x X J 


<=> 


1 , 1 
— + —: 


N 


>0 


<=> < 


yx x~J 

1 + 2 

X < 0 

1+VĨÕ 


<=> 


(\ 1 ì 


(ỉ 1 3 

— + 2 

= 9 

— +2 

V X X ) 


'v x X y 


yx X 2 J 


1+VĨÕ 


X - X -1 = 0 


<=> X = 


Ị3-VĨ3 


+ 



10-1 


Suy ra y = 


Ị 3 - VĨ3 + 4 VĨ 0 Ị (Vĩõ - 1 ) + 6 


12 


Bài 27. Giải hệ phương trình < 


yịx^-y = xy(x + 3) 

X 2 (l-4xy 2 ) = y 2 (l + 8x 2 ) 


Lời giái: 

Hệ phương trình tương đương với 


xy(x + 3) > 0 

X 2 -y 2 =x 2 y 2 (x + 3) 2 <=> < 
X 2 -y 2 =4x 3 y 2 +8x 2 y 2 


xy ( X + 3) > 0 


\ 2 y 2 (x + 3) 2 =4x 3 y 2 +8x 2 y 2 

o o oo/ ~ \ 2 
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<=> < 


xy(x + 3) > 0 
- 2 y 2 (x + l) 2 =0 o 


2 2 _ 2..2 / „ , o \2 

X -y =x y (x + 3J 


x = 0 

y = 0 

x = —l 

2 ,2 _ , 2,2 , 


<^> 


,.2 , 2,2 / „ , 

X -y =xy (x + 3) 

Vậy hệ có ba nghiệm là (x;y) = (0;0); 


x = 0;y = 0 

.yi 

* = -i;> = ±f 


\ 


44 


Í V 4- = 9 -h 

Bài 28. Giải hệ phương trình ị _ 

\{x + 2)4jri=(x+ì) 2 


Lời giái: 

Điều kiện y > -1 

Biến đổi phương trình thứ nhất của hệ 


2x y + y 3 = 2x 4 + X 6 <=> 2x 2 (y -X 2 ) + (y - x 2 )(x 4 +x 2 y + y 2 ) = 0 


<=> (x 2 2x 2 +x 4 + x 2 y + y 2 ) = 0 <=> 


_ 2 

y = x 

2x 2 + X 4 +x 2 y + y 2 = X 2 (y + 2) + X 4 + y 2 = 0 


Neu X (y + 2) + X 4 + y 2 = 0 <=> X = y = 0 thử lại nghiệm thấy không thỏa mãn. 
Neu ỵ = X 2 thay vào phương trình thứ hai của hệ ta được phương trình 
(x + 2) Vx 2 +1 =(x + l) 2 =x 2 +2x + l(*) 

Đến đây ta đặt t = \lx 2 +1 khi đó phương trình (*) trở thành 


i + 2x = (x + 2)í <=> (f-x)(í-2) = 0 <=> 


Vx 2 +1 = 2 

Vx 2 +1 = X 


<=> X = ±\Ỉ3 suy ra y = 3 


Vậy hệ có hai nghiệm là (x; y) = Ị±V3;3) 


Bài 29. Giải hệ phương trình 


y[x -y/x-y-l = 1 
y 2 (l - x) + X + 2y Vx = 0 


Lòi giải: 
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x Ịx > 0 
Điều kiện: 

[jc- -1 > 0 

Khi đó hệ tương đương với 

Vx -1 = ^x-y- 1 í X - 2-Ịx +1 = X - y - 1 

y 2 (l- x) +x + 2y\fx =0 \y 2 + 2yVx + x-xy 2 =0 

y = 2 Vx - 2 




y = 2y[x-2 

(y + Vx) 2 = (Vxy) 2 




y + yfx = yyfx 

Vx = -_y Vx 


y + 


<=> < 


3Vx - 2 = 2yfx Ị Vx -1 j 
3Vx - 2 = -2\[x Ị Vx -1 j *=> 
y = 2\[x - 2 


x = A\y = 2 
v _ 1 

x= ỳy = - ỉ 


X = 


7-1 


-\y = 


V 2 VĨ 7 


- 2-2 


Bài 30. Giải hệ phương trình 


X - 2sjy +1 = 3 

X 3 - 4x 2 yỊy +1 - 9x - 8y = -52 - 4xy 


Lời giái: 

Điều kiện: y>-l 

Hệ phương trình tương đương với 


X > 3 

X 2 -6x + 5 

T _ Ax\^2- 9x - 8. * 2 - fa + S + 52+4x * 2 ~ fa + 5 
l 2 4 4 


<=> < 


X - 6x + 5 
>4^ 

— x~ + 4x + 21 = 0 <=> 
X > 3 



7 

3 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x; y) = (7;3) 


Bài 31. Giải hệ phuong trình • 

3 3 3xy 

X + y + —— = 1 

x+ y 


yịx + y ịịỊ 2x- ỵ + ịỊôx + y j = ị]3x - 5 ỵ + 5 


Lời giải: 

Điều kiện: X + y > 0 

Khi đó biến đối phuơng trình thứ nhất của hệ ta đuợc 

X 3 + y 3 + = l<=>(x+y)(x 3 + y 3 ) + 3xy-(x + y) = 0 

x + y v ; 

<=> (x + y) 2 (x 2 + y 2 -xy) + 3xy -(x + y) =0 
<s> (x + y) 2 Ị(x + y) 2 -3xyj + 3xy-(x + y) = 0 
•»(x+y) 4 -(x + y) + 3xyỊl-(x + y) 2 j =0 

<s> (x + y-l)Ị(x + y) 3 + (x + y) 2 +X+ y -l-3xy(x + y + l)j = 0(*) 

Nhung do (x + y) 3 + (x + y) 2 +X+ y-l-3xy(x + y + 1) 

= X 3 + y 3 +x 2 + y 2 -xy + x + y = (x + y)(x 2 + y 2 - xy + 1 ) + X 2 + y 2 - xy > 0 

Với x+ y >0 

Vậy nên phuơng trình (*) tuơng đuơng với x+ y -1 = 0; lúc này thay vào phuong trình thứ hai 
của hệ ta đuợc phuong trình 

ị/3x-l+yj5x + l = 2ị[x ( phuong trình này đuợc giải bằng cách lập phuong hai vế; chi tiết xem 
Chuyên đề phương trình . bất phirơns trình vô tỵ) . 


X = 0 


X = 0, y = 1 


Giải phuong trình trên có 3 nghiệm 




X 


1 

3 
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Vậy hệ có ba nghiệm là (x; y) = (0;l); 


r-1.6^ 



v5 ’5 ) 


l3 ; 3 y 


BÀI TẶP ĐÈ NGHỊ 


Giải các hệ phương trình sau: 


Bài 1. Giải hệ phương trình: 


Bài 2. Giải hệ phương trình: < 


(3x + y)(x + 3y)-Jxỹ = 14 


(x + y)(V + 14xy + }’ 2 Ì 


x - y+ i 

xy = -15 


x-y _ 12 
x+y x+y 


= 36 


Bài 3. Giải hệ phương trình: 


xy(x + y) 2 -2(x+ y) + 3 = 0 

xy (x- y) 2 -4x 2 y 2 + (x + y) 2 = 0 


Bài 4. Giải hệ phương trình 


Bài 5. Giải hệ phương trình 


Í2x 3 +3y = y 3 +4x 
|5(l + 3y 2 ) = 4(3jr+ 2) 

x(x 2 + l) + xy (2x-3y) + y (x-2) = 2y 2 (l + 5y) 
(x 2 +17y + 12) 2 =4(x+y + 7)(x 2 + 3x + 8y + 5) 


Bài 6. Giải hệ phương trình 


Bài 6. Giải hệ phương trình 


ịX 3 + ly 3 - 2 xy = 1 
|2x 3 + y 3 + 2xy = 5 

ịX 3 + y 3 + x 2 y 2 -xy = 2 
ị-x 3 + y 3 + xy = 1 


Bài 7. Giải hệ phương trình 


X 3 + yfx 2 + l + 3y-y 2 =x 2 (y- l) + yfỹ 

(x + y-l)-Jy +1 =10 


Bài 8. Giải hệ phương trình 


(x+ y + l)(2x + 2y-l) = 9 
(3x+ y-ì)\Jy +1 =10 
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Bài 9. Giải hệ phương trình < 


Bài 10. Giải hệ phương trình 


Bài 11. Giải hệ phương trình 


2^y 3 + 2y-x-l) = y 2 (x + l) 

yỊx 2 + 2y-2 + ^2y-x 2 = x 2 -2y + 3 

x 2 (2y + 5) + 6y + 7 = 0 
5^x 2 +4y + 5 =llx-2y-7 

Uxy-6 = ỉ2-y 2 

[x 2 y-x 3 -3x + 3y-xy 2 -x 2 y = 0 

log 3 (3oc-y) + log 1 (x + y) = l + log 3 2 


Bài 12. Giải hệ phương trình 


1 3 

X 2 + y 2 -2x + 3y-35 = 0 


Bài 13. Giải hệ phương trình 


ỤX 1 + y -sỊx 2 + xjx = ỵ — x 


x + 


■Ị74 


35 

12 


Bài 14. Giải hệ phương trình 


Xyjy—1 + yyjx — 1 = 3 

' 6 ỉ*Ịf + x > + / - Hx+y) = 2 ị +ĩ ị + 6 

xy y X 


HỆ ĐÓI XỨNG 

(i) . Hệ đối xúng loại 1. 

Hệ đối xứng loại 1 là hệ mà vai trò của X, y trong hệ là như nhau. 

Neu (x 0 , y 0 ) là nghiệm của hệ thì (y 0 , x 0 ) cũng là nghiệm của hệ. 

Phươns pháp: 

ịs = x+y 

Đặt ị với điều kiện s 2 > 4 p. 

\p = xy 

(ii) . Hệ đối xúng loại 2. 

Hệ đối xứng loại 2 là hệ mà khi ta đổi vai trò X, y cho nhau thì phương trình này chuyển thành 
phương trình kia. 

Neu ( x fì , v 0 ) là nghiệm của hệ thì ( v 0 , x a ) cũng là nghiệm của hệ. 

Phương pháp: 

Trừ theo vế hai phương trình trong hệ ta được 
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(x-y)f(x>y) = Oo 


x = y 

f(x,y) = 0 


BÀI TẶP MẪU 


Bài 1 . Giải hệ phương trình: 


\x + y + 2xy = 2 

y+v=8 


Lời siải: 

Đặt s = x + y,p — xy. Khi đó hệ trở thành 


ịS + 2P = 2 

p 

2 

/ - \ <=> "1 



\s S 2 -3p) = 8 


( o2 6-3S3 

IV ) 

s 

s - 



l 2 ) 




= 8 


t s = 2 

p = 0 


x + ỵ = 2 [x = 2 
<=>ì „ <=>< v« 

]xy = 0 \y = 0 


x = 0 

J = 2 

Vậy hệ có hai nghiệm là (x, y) = (2,0);(0,2). 


Bài 2. Giải hệ phương trình: 

JV + y 3 =19 

|(x+y)(8 + xy) = 2 


Lời giải: 

Đặt s — x + y,p - xy. Khi đó hệ trở thành 

s(s 2 -3p) = 19 Jsp = 2-8S Ịs = \ 

' s(z + p) = 2 ^ịs 3 -3(2-8S) = 19^Ị/> = -6 

\x+y = 1 ịx = 3 fx = -2 

Vậy hệ có hai nghiệm là (x, y) = (3,-2);(-2,3) • 
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Bài 3. Giải hệ phương trình : 

2 (* + y) = 3 ịịịĩrỹ + ịỊxỹ j 

'fx + ỳỹ = 6 


Lời giải: 


Đặt yfx = a, ị[ỹ = b khi đó hệ trở thành : I 


Í2(ữ 3 +b ĩ ) = 3(a 2 b + b 2 a) 
ành • J V / V ) 

a + b -6 


Đặt s =a + b,p = ab khi đó hệ trên trở thành 


Ỉ2S ịs 2 -3PÌ = 35P 

II 

Co 

[a +b - 6 

fữ = 4=>x = 64 

fa = 2 

v ' <!>■ 

<=>■ 

<=> ■ 

V- 

ì 

5 = 6 

l 'o 

II 

00 

[ab = 8 

[ồ = 2 => y = 8 

\b = 4 


Từ đó suy ra nghiệm của hệ là (x,y) = (64,8);(8,64). 


Bài 4. Giải hệ phương trình : 

ịx+ y-Jxỹ = 3 

X +1 + -y/ y + 1 = 4 


Lời guu: 

, _ ịxy >0 

Điều kiện : t 

[x,y>-ỉ 

Đặt s = X + y,p = xy khi đó hệ trở thành 


\s-yfp= 3 

\S + 2 + 2y/S + P + l =16 


<=> 


P = (S-3) 2 ,s>3 


>ựí + (s-3f 


+ 1 =14-5 


<=>■ 


[5 = 6 íx+y = 6 


\p = 9 


o- 


[xy = 9 




\x = 3 

y=3 


Bài 5. Giải hệ phương trình : 
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Í3x 3 =x 2 +2y 2 
[ 3 / = y 2 + 2x 2 


Lời giải: 

Từ hai phương trình của hệ suy ra hệ có nghiệm nếu X, y > 0. 

Trừ theo vế hai phương trình của hệ, ta được 

3(x 3 - y 3 ) = ~{x 2 - y 2 ) <=> (x- y)^3(x 2 + y 2 + xy) + x + y) = 0 


x = y 


<=> 


3(x 2 + y 2 + xy) + x + y = 0 


(i) . Neu X = y , khi đó ta được hệ 

(ii) . Nếu 3(x 2 + y 2 + xy^j + x+y = 


ị x ~y 

[3x 3 =x 2 +2y 2 x=y = \ 

0, khi đó ta có hệ 


Í3(V + y 2 +xy^) + x + y = 0 
[3x 3 =x 2 +2y 2 

Từ X > 0 suy ra để hệ có nghiệm thì phương trình thứ nhất phải có nghiệm y < 0. Do đó 
X = y = 0 là nghiệm duy nhất của hệ này. 

Vậy hệ có hai nghiệm là (x, y) = ( 0 , 0 );( 1 , 1 ). 


Bài 6. Giải hệ phương trình : 

Jx 2 + Vx = 2y 

jr +v/ỹ = 2x 


Lời guu i 

Điều kiện : X, y > 0 . 

Xét hàm số f(t) = t 2 +yft trên đoạn [0;+oo).Tacó /'(0 = 2t + — -J= > 0, Ví e (0;+co). Do đó 

hàm số /(0 đồng biến trên [0; +00 ) 

Hệ phương trình tương đương với 
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Ễ=/ỈH (y ~ ,)=/w ~ /(y) 

Do f(t) là hàm đồng biến nên, nếu y>x=>f(x)<f(y)vầ nếu y < x=> f(x)> f(y). Vậy 
x = y , khi đó hệ trở thành 


Ịx = y 

[x 2 +y[x = 2 y 


Ịx = y ịx = y 

\x 2 -2x + Jx=0 ựx-l^x + yfx-Ỷj = 0 


X = y = 1 

3-75 

* = >,= 2 


Vậy hệ CÓ hai nghiệm là (;t, y) = (l,l); 


3-V5 3-V5 


Bài 7. Giải hệ phương trình : 

(*-!)(/+6) = y(.r +l) 

(y-l)(z 2 +ỏ) = .r(y 2 +l) 


Lòi giải: 

Hệ phương trình tương đương với 

í.ry 2 +6x-y 2 - 6= yx 2 + y 
|y.r 2 +6 y-x 2 -6 = xy 2 + X 

Trừ theo vế hai phương trình của hệ ta được 


(x-y)(x+y-2xy + 7) = 0<=> 


x=y 

x+y-2xy + 7 = 0 
\x = y 


x = y 


(i) . Nếu X = y khi đó ta có hệ 1 -" . __ - <=>•(,'_ _ _ <=> 

[xy 2 +6x-y 2 -6 = yx 2 + y [x 2 -5;t + 6 = 0 

(ii) . Neu x + y — 2 xy + 7=0, khi đó cộng theo vế hai phương trinh của hệ ta được 
x 2 + y 2 -5(x+y) + 12 = 0. 


x = y: 


2 

3 


Từ đó ta có hệ 


ịx 2 + y 2 -5(x + y) + 12 = 0 |(;t+ y) 2 -5(x + y)-2xy+ 12 = 0 

\x+y-2xy + l = 0 Ịx+ y-2xy + 7 =0 


Đặt s = x+ y,p = xy; s 2 >4 p khi đó hệ trở thành 
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c o 

Í5 2 -65 + 5 = 0 |- 

5 2 - 55 -2P + 12 = 0 


r <y 

5 + 7 <=> 

5-2P+7 = 0 

p- 


[ 2 


= ỉ,p = 4 
= 5,p = 6 


Chỉ nhận nghiệm 


[5=5 

[x+y = 5 

•T <=> 

<=> 

\p = 6 

[xy = 6 


X = 2; y = 3 
x = 3;ỵ = 2 


Vậy hệ có bốn nghiệm là (2,2);(3,3);(3,2); (2,3) • 


BÀI TẬP ĐÈ NGHỊ 

Giải các hệ phương trình sau : 

Hê đổi xúns loai 1: 


Bài 1. Giải hệ phương trình : 


Bài 2. Giải hệ phương trình : 


Bài 3. Giải hệ phương trình : 


Bài 4. Giải hệ phương trình : 


Bài 5. Giải hệ phương trình : 


x 4 + y 4 +6x 2 y 2 =41 
xy (x 2 + y 2 ) =10 

X 2 + y 2 +xy= 7 
X +y +x ỵ =21 


x 2 + y 2 =13 
x 4 + y 4 +x 2 y 2 =91 


x+y = 4 

(x 2 + y 2 )(x 3 + y 3 ) = 280 


ự- + ỷ) 

(x+y) 


1 + - 


1 


2,.2 

l x y ) 

= 5 


= 49 


'.y 

V xyj 


Bài 6. Giải hệ phương trình : 


Bài 7. Giải hệ phương trình : 


Bài 8. Giải hệ phương trình : 


■^Ịx 1 + y 1 + yj2xy = 8\Ỉ2 
\ỉx + - s [ỹ = 4 

ịx 2 + y 2 -x-y = 12 
jx(x-l)y(y-l) = 36 

(x+ y)(l + xy) = 18xy 

< (x 2 + y 2 )(l + xy) = 208xy 
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IV N 

f + z 


Bài 9. Giải hệ phương trình : 


y X J 


(t + y) = 15 

r ị + ịỴ x2+y 3 =K 


í 


( \ 


+ 


= 12 


Bài 10. Giải hệ phương trình : 


Bài 11. Giải hệ phương trình < 


Bài 11. Giải hệ phương trình < 


*\y) \y) 

(xyỴ + xy = 6 

4xy + 4(x 2 + y 2 )+ 3 

v ’ X +y 

2x 4-ỉ— = 3 

x + y 

xy + x+y = 3 

11 2 
X 2 + 2x y 2 + 2y 3 


2 


= 7 


Hê đổi xíms loai 2 : 


Bài 1. Giải hệ phương trình : 


Bài 2. Giải hệ phương trình : 


, r 2 + 2 
3* = —— 
l y 

ịx 3 + ỉ = 2y 

ly +1 = 2 x 


Bài 3. Giải hệ phương trình : 


1 1 

„ = y— 

< X y 


2y = x 3 +ỉ 


Bài 4. Giải hệ phương trình : 


Bài 5. Giải hệ phương trình : 


Bài 6. Giải hệ phương trình : 


jy = 3x + 8;y 
y =3y + 8x 

\y[x + ^2-y = yÍ2 
\y[ỹ + ^2-X = yÍ2 

ịx 3 + 7 x = y 3 +7y 
ìy + y 2 = x + y + 2 
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Bài 7. Giải hệ phương trình : 


Bài 8. Giải hệ phương trình : 


\lx’ +21 = Tj~ỹ-Ĩ + y 2 
yỊy 2 + 21 = y/x-1 + X 2 

\Jx 2 + 3 + 2\[x - yJỹ = 3 
yj y~ + 3 + 2 -yj~ỹ — \fx = 3 


Bài 9. Giải hệ phương trình : 


2x 2 + X- — -2 

y 


y -y 2 x-2y 2 =-2 


Bài 10. Giải hệ phương trình : 


ỊX 2 - 3 xy 2 -x + l = X 2 - 2xy - y 2 
Ịy 3 -3 x 2 y+ y + \ = y 2 - 2xy — x 2 


HỆ PHƯƠNG TRÌNH ĐẲNG CẤP 
Phương pháp: 

Xét xem hệ phương trình có nghiệm X = 0 hoặc y — Ohay không, xét X ^ 0 , khi đó đặt y = tx 

BÀI TẬP MẢU 


Bài 1. Giải hệ phương trình : 

2 y (x 2 - y 2 ) = 3x 
x(x 2 + y 2 ) = 10y 

Lời giải: 

Nhận thấy X = 0, y = 0 là một nghiệm của hệ. Xét X * 0 , đặt y = tx khi đó hệ trở thành 

2 tx(x 2 -tV) = 3x Í2íx 2 (l-í 2 )=3 
< <=> < 
x(x 2 + Í 2 X 2 ) = 10íx x 2 (l + r) =10r 

Từ đó suy ra 2í(l-t 2 ).10í = 3.(l + í 2 ) <=> 20í 2 - 20í 4 = 3 + 3r 
<^>2ữt A -\lt 2 +2> = 0<^t = ị\t= ] - 
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(i). Với t = -- : 

5 


3 _ 
y 5 x 


<=> { 


X 2 (ỉ + t 2 ) = l0t 


x = ± 


y = ± 


(ii). Với t = 


1 


y = 4 X 


<=> < 


X 2 (l + r ) = 10f 


x = ± 


y = ± 


5^85 

17 

3V85 

17 

2VĨ7Õ 

17 

VĨ7Õ 

34 


Vậy hệ có năm nghiệm là (x, y) = (0,0), 


+ 5V85 + 3V85 
17 ’ 17 


" + 2VĨ7Õ + VĨ7Õ " 

1 17 34 J 


Bài 2. Giải hệ phương trình: 


ịx 2 -3 xy + y 2 = -1 
\x 2 + 2 xy - 'ly 2 = 1 


Lời giái: 

Nhận thấy y = 0 không là nghiệm của hệ, đặt x = ty khi đó hệ trở thành 


[>*(' 

to 

1 

u> 

+ 

II 

1 

/(' 

f2 +2t-2) = l 


Chia theo vế hai phương trình của hệ, ta được 


t 2 -3t +ỉ 
t 2 + 2t-2 


= -1 <=> 2r - í -1 = 0 <=> 


t = 1 


2 


ịx=y 

(i). Với í = l=>^ , „ \ <=>x = y = ±l 

Ịy 2 (í 2 -3í + l) = -l 


(ii). Với t 



< x 2 y 

y 2 (t 2 -3t + l) = -l 


hệ này vô nghiệm 


Bài 3. Giải hệ phương trình: 
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Í2x 2 -x(y-l) + y 2 =3 y 
Ịx 2 -\-xy-3y 2 = x-2 y 


Lời giải: 

Hệ phương trình đã cho tương đương với 

ị2x 2 -xy + y 2 =3 y-x 
[x 2 +xy-3y 2 = x-2y 

Nếu y = 0=>x = 0là một nghiệm của hệ. 

Xét ỵ ^ 0, đặt x = ty khi đó hệ trở thành 


'y 2 (2t 2 -t + ỉ) = y(3-t) 
y 2 {t 2 +t-3) = y(t-2) 

Từ đó suy ra {2t 2 -t+ ì}(t-2) = (3-t)(t 2 + Í-3) <=> 3í 3 -7t 2 - 3t + l =0 


<^(t 2 -\){3t-l) = 0<^t = ±u = 1 - 


Thế ngược trở lại hệ đã cho tìm được các nghiệm là (x, y ) = (o, o), (l, l), (-1, l), 


7 3 

43 ’ 43 


Bài 4. Giải hệ phương trình: 

ịx 3 -8 jc = y 3 + 2y 
ị.r-3 = 3(y 2 + l) 


Lời gitíi: 

Hệ phương trình tương đương với 

ịx 3 - y 3 = 8x + 2y 
ịx 2 -3y 2 = 6 

Nhận thấy X = 0 không là nghiệm của phương trình, đặt y = tx, khi đó hệ trở thành 

V(l-f 3 ) = (2í + 8)jc 

x 2 (l-3r) = 6 
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Từ đây suy ra 6(l-í 3 ) = (2t + 8)(l-3í 2 ) <=> Ỉ2t 2 -t-ì = 0 <=> 


(i). Với t = \ 
3 


y = — X 

3 


<s> 


(l-3r) = 6 


\x = ±3 

y = ±i 


(ii). Với t = - 


1 


y = - 


X 2 (l — 3r°) = 6 




x = ± 


y = ± 


WỸ8 

13 

V78 

13 


1 

t = -7 

3 

1 

t = -- 
4 


Vậy hệ có bốn nghiệm là (x, y) = (3,1);(-3,-1); 


Ị 4VỸ8 

1 00 
LẸ 

í 

Í-4V78 V78'ì 

l 13 ’ 

13 J 

l 13 ’ 13 J 


BÀI TẬP ĐÈ NGHỊ 

Giải các hệ phương trình sau: 


Bài 1. Giải phương trình: 

Bài 2. Giải phương trình: 

Bài 3. Giải phương trình: 


1 3x" - 2 xy = 16 
[x 2 -3 xy -2ỵ 2 =8 

ịx 2 -2xy + 3y 2 =9 
\2x 2 -\3xy + 15y 2 = 0 

9riu 3 

2x + y-—^ 


2 y + x = ~ĩ 

y 


Bài 4. Giải hệ phương trình: 


Bài 5. Giải hệ phương trình: 


Bài 6. Giải hệ phương trình: 


I X y + y~x = 30 
[x 3 + y 3 = 35 

ịx 3 + y 3 - xy 2 = 1 
[4x 4 + y 4 = 4x+y 

(x-y)(x 2 -y 2 ) = 3 
(x+y)(x 2 + y 2 ) = 15 
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Bài 7. Giải hệ phương trình ■ 

2x 3 + 3y = y 3 + 
5(l + 3y=) = 4( 

Bài 8. Giải hệ phương trình • 

X 3 -3 x 2 y- 2y 
x + 3y-2y 3 =( 


x-y^ịx -y 

Bài 9. Giải hệ phương trình • 

■Ji-x- + r 

y - XyỊx 2 - y 2 


Ạ-x 2 +y 2 


■ = 2 

7 
4 


DẠNG TOÁN CỘNG, TRỪ THEO VÉ CÁC PHƯONG TRÌNH TRONG HỆ 
(PHƯ0NG PHÁP HỆ SỐ BẤT ĐỊNH) 


Đôi khi việc giải hệ phương trình, đơn giản nhất chỉ là cộng hoặc trừ theo vế 2 phương 
trình của hệ. 


Nâng cao hơn thì nhân vào hai vế của một phương trình với một biểu thức rồi cộng vào 
phương trình còn lại của hệ. 


Các cách trên sẽ đưa về một phương trình tích( hay là các hằng đẳng thức) và ta dễ dàng tìm ra 
mối liên hệ giữa X và y. 


BÀI TẬP MẪU 


Bài 1. Giải hệ phương trình sau: 


|V-y 3 =35 

(1) 

[2jc 2 + 3y 2 =4x-9y 

(2) 


Lời si ủi: 
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Phân tích: 

Lấy (l) + a.(2) ta được: 

x 3 -y 3 -35 + a(2x 2 +3y 2 -4x+9y)=0 

X 3 + 2ax 2 -4ax-y 3 +3ay 2 +9ay-35 = 0 
Ta sẽ chọn các số «,è,aeR sao cho: 


X 3 +2ax 2 -4otx-y 3 + 3ay 2 + 9ay-35 =(x+a) 3 ~(y + bf 


a -h 3 = -35 




3 a = 2a 


3 a 


= -4a 




a = -3 
a = -2 


b = 3 


Vảy đi đến lời giải cho bải toán này như sau: 


Lấy phưong trình (1) trừ đi 3 lần phưong trình(2) ta được: (x-2) =(3 +>’) X = y + 5 (3) 


Thế (3) vào phương trình (2) của hệ ta được 


y 2 + 5y + 6 = 0 <íí> 


y 

y 


= -2 => X = 3 
= -3 => X = 2 


Vậy nghiệm của hệ là (3,-2),(2,-3). 


Bài 2. Giải hệ phương trình sau: 


|x 3 + y 3 =91 

(1) 

Ị4x 2 +3y 2 =16x + 9y 

(2) 


Lời giải: 

Lấy phương trình (1) trừ đi 3 lần phương trình (2) theo vế ta được: 
(x-4) 3 = (3-y) 3 =>X = 7-y (3). 


Thay (3) vào phương trình (2) của hệ ta được 


y 2 -7y + 12 = 0^ 


y 

y 


= 4 => X = 3 


= 3=>x = 4 


Vậy nghiệm của hệ là (3,4),(4,3). 
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Bài 3. Giải hệ phương trình sau: 


ịx 3 + 3xy 2 = -49 

(1) 

Ịa 2 -8xy + y 2 =8y-17x 

(2) 


Lời giải: 

Lấy phương trình (1) cộng theo vế với 3 lần phương trình (2) ta được 

X 3 + xy 2 + 3x 2 - 24xy + 3 y 2 = -49 + 24y - 5 lx 


<=> (t + 1)Ị(t + 1) 7 + 3(y-4)^ j 


= 0 ^ 


x = -l;y = -4 
x = -l;y = 4 


Vậy nghiệm của hệ là (-1,-4),(-1,4) 


Bài 4. Giải hệ phương trình sau: 

2.2 1 
X +y =~z 

5 

1 

4x 2 + 3x-^- = 

{ 25 


-y(3x + l) 


( 1 ) 

( 2 ) 


Lời giải: 

Lấy 25 lần phương trình (1) cộng theo vế với 50 lần phương trình (2) ta được 


25(3x + yf + 50(3x + y) - 119 = 0 <=> 


3x + y = -~ 

' 5 

„ . 17 

3x + y = -22- 

5 


Giải ra ta được nghiệm của hệ là 


"2 r 

'n 2 ^ 

v5’5 y 

125 ’ 25 y 


Bài 5. Giải hệ phương trình sau : 


jx 2 + 2xy + 2 y 2 + 3x - 0 

(1) 

jxy + y 2 +3y + l = 0 

(2) 


Lời giải: 

Lấy phương trình (1) cộng theo vế với 2 lần phương trình (2) ta được: 
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(x + 2y) 2 + 3(x+2y) + 2 = 0<^> 


x+2y = —1 
x+2y = -2 


+ Với x + 2y = -l, thay vào (2) ta được: y 2 -2y-l = 0 <=> 


y - 1 + V 2 => X = -3 - 2 V 2 
y = 1 - V 2 => X = -3 + 2 V 2 


+ Với X + 2y = -2, thay vào (2) ta được: 


y 2 - y -1 = 0 <=> 


1 -V 5 

y- 2 - 

> x =-3+ yÍ5 

l + yỈ5 

y- 2 - 

í> X = -3 - V 5 


Vậy hệ có 4 nghiệm 

( 

(-3±V2;1 + V2), -3±V5; 

V 


1 + 75 


Bài 6. Giải hệ phưong trình: 

Í6x 2 y + 2y 3 +35 = 0 (1) 

[5(x 2 + y 2 ) + 2xy + 5x + 13y = 0 (2) 


Lời giải: 

Lấy phưong trình (1) cộng với 3 lần phưong trình (2) ta được 
(6y + 15)x 2 + 3(2y + 5)x + 2y 3 + 15y 2 + 39y + 35 = 0 


«(2y + 5) 


X + — 


+ 


. 5 
, + 2 


\ 2 3 


= 0«^ 


y = - 


X = — 


5.1 

-— => X = — 
2 2 

1 5 

2 ;y 2 


Vậy nghiệm của hệ là 


1._53 r_i._5 
2 ’ 2 2 ’ 2 


Bài 7. Giải hệ phưong trình: 


|x 2 +2y 2 =xy + 2y 

(1) 

|2x 3 +3xy 2 = 2y 2 +3x 2 y 

(2) 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

Lời giải: 

+ Với V = 0 => A' = 0 là một nghiệm của hệ. 

+ Xét y ^ 0, nhân vào 2 vế của (1) với -ỵ sau đó cộng theo vế với phương trình (2) ta được 
2x 3 -2y 3 -4x 2 ỵ + 4xy 2 = 0ox=y (3). 

Thay (3) vào phương trình (1) ta được: 2y 2 = 2y <=> y = 1 (y 0) => X = 1 . 

Vậy nghiệm của hệ là (0;0),(l;l). 


Bài 8. Giải hệ phương trình : 


Ịx 2 +xy + y 2 =3 

(1) 

|x 2 +2xy-7x-5y+9 = 0 

(2) 


Lời giải: 


Cộng theo vế 2 phương trình của 


hệ ta được: (x+y-2)(2x+y-3) = 0<w- 


x+y-2=0 

2x+y-3=0 


♦♦♦ Với x+ y — 2 = 0khi đó ta có hệ: 

ịx+y-2 = 0 ịy = 2-x ịx = i 

jx 2 +xy + y 2 =3 |x 2 +x(2-x) + (2-x) 2 =3 Ịy = l 

♦♦♦ Với 2x+y—3 = 0khi đó ta có hệ: 


Í2x+y-3 = 0 ịy = 3-2x 

|x 2 +xy + y 2 =3 Ịx 2 +x(3-2x) + (3-2x) 2 

Vậy hệ có hai nghiệm là (x; y) - (l;l);(2;-l) 



X = 1 

y = l 
X = 2 

y = -i 


BÀI TẬP ĐÈ NGHỊ 

Giải các hệ phương trình sau: 

1 . 1 . K + f ; 9 

[x 2 +2y 2 = x + 4y 
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_ • __ 


1 . 2 . 


1.3. 


ịx 3 + y 3 =91 

[4x 2 + 3 y 2 =16x + 9y 

Í3x 2 + 2 xy = 3y-16 
\ly 2 +3 xy = 2x + l2 


1.4. 


'x 4 -y 4 = 240 

< x 3 -2y 3 =3(x 2 -4y 2 )-4(x-8y) 


Gơi ý: Nhân vào hai vế phương trình thứ hai với (-8) rùi cộng theo vế với phương trình thứ nhất 
của hệ. 


DẠNG TOÁN BIỂN ĐỐI VÀ ĐẶT ẨN PHỤ 


Áp dụng với hệ có số hạng chung xuất hiện ở các phương trình trong hệ. 

_ x , _ 7 , "ịu = x±y 

Thường thì các bài toán biên đôi đơn giản ta đặt ân phụ với \ 

[v = xy 


Chẳng han: 

'x 3 +xy 2 +x 2 y + y 3 =4 (* + y)((* + y) 2 -2xy) = 4 

(z + j)(z'+xy + j“^ = 6 (x + y)Ị(x + y) 2 -xyì = 6 


Ta đặt ẩn phụ như sau: 


ịu=x + y 

< ' khi đó được hệ mới: 

[v = xy 


u[ii 2 — 2v) = 4 

ị ' đơn giản hơn nhiều. 

u(u 2 -Vj = 6 


Đôi khi chia(hoặc nhân) hai vế của phương trình trong hệ với một biếu thức nào đó của biến( 
thường đơn giản là x,x 2 ,x 3 ;y, y 2 ,y 3 ) lúc này sẽ được hệ mới có thế đặt ấn phụ được. 

Chẳng han: 

Ịx 2 + xy-3x+_y = 0 
\x 4 + 3x 2 y -5x 2 + y 2 =0 

Mới đầu nhìn hệ này chưa có gì đặc biệt tuy nhiên, với X ^ 0 ta chia hai vế của phương trình đầu 
cho X và chia hai vế của phương trình thứ hai cho X ta được hệ mới như sau: 
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_ • __ 


X + —— h y-3 -0 

X 

X 2 +^Y + 3y-5 = 0 

X 




X + — + y — 3 — 0 

X 


c \2 

x + — 


IV 




+y-5=0 


Đen đây ta đặt w = x + —;v = y-3 

X 

ịu + v = 0 

Khi đó hệ trở thành: ị , 

u 2 + v 2-0 


BÀI TẬP MẪU 


Bài 1. Giải hệ phương trình: 


Ịx 2 + y 2 =xy + x + y 

(1) 

jx 2 -y 2 =3 

(2) 


Lòi giải: 

Ta có X 2 + y 2 -xy = -^-Ị(x+ y) 2 + 3(x- y) 2 j. 


Vậy đặt a = x + ỵ,b = x—ỵ, khi đó hệ trở thành 


I ả +3 b = 4 a 
\ab = 3 


<=> { 


3b -12£> + 9 = 0 

3 <=> 

a= — 
b 


3(b-ỈỴ(b I + 2h + 3) = 0 

3 <=> 

a = — 
b 


ịa = 3 
\b = 1 


<=> 


X = 2 

y = l 


Vậy nghiệm của hệ là (x;y) = (2;l). 


Bài 2.Giải hệ phương trình: 

jVx 2 + 2x + 6 = y + 1 
|x 2 +xy + y 2 = 7 


Lòi giải: 

+ Điều kiện y > — 1, khi đó hệ tương đương với 
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X 2 + 2x + 6 = y 2 +2y + ỉ X 2 -y 2 + 2(x - y) + 5 = 0 

-^(*-y) 2 +3(.r+y) 2 ) = 7 ^((jc-y) 2 +3(.r + y) 2 ) = 28 


Đặt a = x+ Ỵ,b = x — y , khi đó hệ trở thành 


ị ab + 2b + 5 = 0 

Ịa = -l í 

i , <=>“ 

V 

[3a 2 4-h 2 = 28 

m 

1 

II 

-C) 


\a = -1 \x + ỵ = -l \x = -3 

+ Với s (thỏa mãn điều kiện). 

[b = -5 [x - ỵ = -5 [y = 2 

[<3 = 3 ịx+y = 3 ịx = l 

+ Với <=>í (thỏa mãn điêu kiện). 

[b = -1 [x-y = -ì [y = 2 

Vậy nghiệm của hệ là (l;2),(-3;2). 


Bài 3.Giải hệ phương trình: 


3(.r 2 + y 2 ) + -———T = 2(10 - xy) 

« 

(x-y) 


2x+ 1 -5 


l x-y 


Lòi giải: 

+ Điều kiện x^y (*) 


+ Hệ phương trình <=> 


2(x+yY +{x-y) 2 + 


(*~v > 2 


= 20 


.. 1 

x+ y + X — y H-= 5 

x-y 


Đặt u = x+y; v = x— y + —-—(|v| > 2), khi đó hệ trở thành 

x-y 


Í2w 2 +v 2 - 2 = 20 

u-5-v 

[u = 3 


, <s> 

1 v ì 

[u + v = 5 

3v 2 -20v + 28 = 0 

|v = 2 


1 

u = — 

3 

14 

V = — 
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\u = 3 

+ Với ị <=> ị 
}v = 2 


x + y = 3 c o r 0 

\x+ y = 3 X = 2 

1 „<=M ■ 7 

X- }' +—-— = 2 lx-y = l |y = l 




+ Với < 


f 1 

1 

u = — 

X + y = - 

3 

3 



14 

1 14 


1 

+ 

II 

l 3 

x-y 3 


X = 


4±VĨÕ 


-3 + VĨÕ 


Vậy hệ có 3 nghiệm là (2;l), 


4 ± Vĩõ _ -3 + Vĩõ 


Bài 4.Giải hệ phương trình: 


jx 4 +4x 2 + y 2 -4y = 2 
[x 2 y + 2x 2 + 6y = 23 


Lời 2Ỉải: 

+ Đặt t = y 2 , khi đó hệ trở thành 
1 1 -Ay = 2-x 4 -4x 2 


l(x 2 +6)y = 23-2x 2 


, ta coi X là hằng số khi đó ta được hệ đơn giản với 2 ấn là t,y . 


Ta có: D = X 2 +6 \D t = -X 6 - 10x 4 -30x 2 +104; D = 23-2x 2 


Ta có t = y 2 =>^ị- = 

D 


£> 


^(x 2 +ó)(-x 6 -10x 4 -30x 2 +104) =(23-2x 2 ) 2 


<=> (1 - x)(l + x)(l+X 2 )(x 4 +16x 2 + 95) = 0 <=> 


x = l=>y = 3 
x = -l=>y = 3 


Bài 5. 



Giải hệ phương trình: 




Í9y 3 (3x 3 -1) = -125 

(1) 


[45x 2 y + 75x = 6y 2 

(2) 


Lời giải: 
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Nhận thấy X = 0 V y = 0, không là nghiệm của hệ, khi đó chia 2 vế của phương trình (1) cho y 3 ; 
và chia 2 vế của phương trình (2) cho y 2 ta được 


27x» + l£-9 


<=> < 


45-h 75 —— — 6 

y r 


27v 3 + —j- = 9 
>’ 


15—(3jc + —) = 6 

y >’ 


Đặt u = 3x; V — —, khi đó hệ trở thành 

.V 


ị o ' ’ 

[uv(u + v)~ 6 lnv(n + v) = 6 


9 1 

\u+v = 3 

\u = 2 1 

[« = 1 

<=>i 

<=> < 

v< 


1 

[uv = 2 

V=1 1 

[v = 2 


íw = 2 

+ Với ị _ 

1 V = 1 


+ Với 


3x = 2 
— = 1 


ịu=l 


3x = l 

1 

<=> • 

5 _ <=>< 

[v = 2 


EN 

II 

1 5N 
_ / 


2 

x = — 
3 

y = 5 

1 


X = ■ 


y = - 


3 

5 


Vậy hệ có 2 nghiệm là 


f2. 5 ì 


'1.5' 

U ; J 


13 ’ 2 J 


Bài ổ.Giải hệ phương trình: 


, 1 ( 1,1 

JC(1 + JC) + - - + 1 

yyy 


= 4 


x 3 y 3 + y 2 x 2 +xy + l = 4y 3 


Lời eitíi: 

+ Điều kiện y ^ 0. 


HPToị 


2 1 ,1 _ . 
X + X H- — -ỉ -— 4 

y y 


3 X X 1 

x +~ + TT + “T = 4 

y y y 


<=> < 


n 

v + — 


V 

4 , 1 

v + — 


+ 


, 0 

x + — 

y) 


-2— = 4 


V 3 


IV 


-2 — 


4 




1 


JC-t- 

A A 


= 4 
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1 X 

Đặt u=x+— ;v = —, khi đó hệ trở thành 

y y 

ịu + u 2 — 2v = 4 í-2v = 4 —u—u 2 

<=> <í 

IM 3 -2uv = 4 \ư ĩ +u(4-u-u 2 )-4 


í-2v = 4 -u — u 1 ịu = 2 
1(m-2) 2 =0 \v = 1 


1 _ 0 
T + — = 2 
>’ 

*=! 


<=> X = y = 1 


Vậy hệ có nghiệm duy nhất (l;l) . 


Bài 7.Giải hệ phương trình: 

|jc 3 (3y + 55): 


■ 64 


1 xy(y 2 +3y + 3) = \2 + 5\x 


Lời giải: 

Nhận thấy X = 0 , không là nghiệm của hệ, khi đó hệ tương đương với 


3y + 55 = ^ị 


12 


y +3y +3y = —+ 51 

X 


4 Í3y + 55 = í 3 (l) 

Đặt t = — => < ' „ , cộng theo vê của (1) và (2) ta được 

X Ịy +3y 2 +3y = 3t + 51(2) 

y 3 + 3y 3 + 6y + 55 = í 3 + 3f+ 51 <=> (y + 1) 3 + 3(y + 1) = í 3 + 3f+ 51 

<=> /(f) = /(y +1), trong đó f(t) = t 2 + 3f + 51 => / '(í) = 3í 2 + 3>0^/T 

Vậy f(t) = f(y + l) khi và chỉ khi t = y + \, khi đó thay y = t — \ vào (1) ta được 


í 3 - 3í -52 = 0 <=> 0 -4)(í 2 + 4r + 13)=0<=>? = 4<»- = 4<=>.x; = l=>y=3 

X 


Vậy hệ có nghiệm (l;3). 


Bài 8. Giải hệ phương trình: 
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jx 3 (2 + 3y) = l 
\x(y 3 -2) = 3 


( 1 ) , 

(x, yeK) 

( 2 ) 


Lòi giải: 

+ Nhận thấy X = 0 , không là nghiệm của hệ, khi đó chia 2 vế của (1) cho X và chia 2 vế của (2) 
cho X , hệ trở thành 


' 

1 

' 

1 r 

2 + 3 y = - 

2 + 3 y = 

3 


x <=> • 


A . đăt < 


-2 = 1 

2 + - = y 3 


X 

l X 





1 


rH 

II 

II 

s 

íx = 1 

X = — 

<=> 


í V 

2 


u = y = 2 

ừ=l 

(N 

II 

_ J 


Vậy hệ có hai nghiệm là (x; y) = (l;l); 




N 

y 


Bài 9. Giải hệ phưong trình: 

Ịx 2 +l + y(x+y) = 4y (1) 

1 . ' (x,yeM) 

[(* +\)(x + y-2) = y (2) 


Lời siải: 

+ Nhận thấy y = 0, không là nghiệm của hệ, nên ta chia cả 2 vế của (1) và (2) cho y ta được 


+HPT <=> ^ 


x 2 +l 


+ (x + y) = 4 


, đặt u = — + - ; V = X + y - 2 => hệ trở thành 

x 2 +l y 

——— (x + y-2) = 1 

y 


\ u + V = 2 

M = 1 

, <=>1 


[mv = 1 

l v = 1 




X 2 +1 _ 1 

y <=> 

x + y-2 = 1 


X = 1 ị X = -2 

J = 2 ịy = 5 


Bài 10. Giải hệ phương trình: 
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1 1 /- 3 0 


x + -+Jx+y- 3=3 

< 

V y 


2xy + y 2 +1 = 8y 


Lời siải: 

Chia 2 vế của (2) cho y ta được 


+HPT <=> ị 


— +Jx+y-3 = 3 


2x + y +— = 8 

y 


, đặt u = 


f+7 ;v= ^ 


X + y - 3 => hệ trở thành 


ịu + v = 3 

M + V = 3 


«■ 

[u 2 +v-+ 3 = 8 1 

uv = 2 


ịu = 2 
jv = l 

ịu=ì 
jv = 2 



■sịx+y-3 = 


<=>í 



yJx + y-3 = 


ịx = 5 + yỈ2 

|y = -l±V2 

ịx = 4+y/ỉÕ 

|y = 3±VĨÕ 


Bài 11. Giải hệ phương trình : 

(x- 201 l )(2011 + 2012 ^/y- 2013 ) = 1 

a/x- 2010 (y-4024) = 2012 


Lòi giái: 

Đặt u = v/x-2010, V = yỊy- 2013 , khi đó hệ trở thành 

(w 3 -l)(2011-2012v) = l 
w(v 3 - 2011 ) = 2012 

Trừ theo vế hai phương trình của hệ, ta được 

201 lw 3 +2012m 3 v + 2011m -mv 3 -2012v = 0<=>w=v = 0<=>x = 2010, y = 2013 
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Vậy hệ có nghiệm là (x; y) = (2010; 2013) 


Bài 12. Giải hệ phương trình: 

1 2x _ x + ^Ịỹ 

< 3* 3y 2x 2 + y (x,yeR) 

l[lx + Jỹ^J = \jlx + 6 -y 


Lời giải: 

Điều kiện : -3 < X ^ 0; y > 0. 


Khi đó ta đặt yịỹ = kx <=> I 


kx> 0 
y = kX 


Khi đó phương trình thứ nhất của hệ trở thành : 
x + kx 


1 , 2x 
- + - 


o(k-2) 2 (k 2 +k + ỉ) = 0ok = 2 


3x 3 k 2 x 2 2 x 2 +k 2 x 2 
Với k = 2 ta có y[ỹ = 2x=>x>0, thay vào phương trình thứ hai của hệ ta được 

4x 2 +8x = y/2x+6 -Cí>(2x + 2) 2 -4 = yj2x+6 
Đặt \/2x + 6 = 2t + 2, khi đó ta có hệ 

3 + VĨ7 


2 x + 6 = (2í + 2) 2 Í2x + 6 = (2t + 2) 2 

(2x + 2) 2 - 4 = 2í+ 2 |(x-í)(l + 2x + 2í + 4) = 0 


<=> 1 


X = ■ 


4 

13-3VĨ7 


Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x, y) = 


-3 + VĨ7 13-3VĨ7 


Bài 13.Giải hê phương trình : 

(x + y-3) 3 = 4y 3 
x + 4y -3 = 2 xy 2 


(22 . 453 

X y + xy H—— 

l 4 ) 


Lời si ái i 
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♦♦♦ Xét y = 0 


.!( 3) 0<^- > x = 3_ > (3,0)là một nghiệm của hệ. 

|.v 3-0 


♦♦♦ Xét y^O, khi đó chia hai vế của phương trình thứ nhất của hệ cho y ; ' và chia hai vế của 
hệ cho ỵ , ta đươc: 

2 2 , . , 453 

X y +xy + — 

4 

X 3 

—+ 4- — = 2xy 

.y y 

X 3 

Đặt u = - + l- — ,v = xy khi đó hệ trở thành 

y y 


fx , 3 ^ 

3 7 

—+ 1- — 

= 4 

1? 

V 


u= 4 


, , _ 45 

V + V H—— 


<=>4 


ư+3 = 2v 


u = 4 


í U + 3'Ý . u + 3 . 45 A 
2 4 


V z 7 


V = ■ 


<=> < 


n 3 -u 1 -Su -60 = 0 
u + 3 <=>í 


V = ■ 


u + 3 
2 

(w —5)(iử +4«+ 12 ) = 0 
u + 3 

V =- 


<=> 


1 u = 5 
V = 4 


<=> < 


X 3 

—+ 1-—= 5 

y y <=>i 

xy = 4 


X = 


-Ỉ-Í-3 + VĨÕ5 
2 ' 

-3±yiÕ5 

12 


4 , 

Vậy hệ có ba nghiệm là (v;y) = (3;0); —^-3 +V 105 ); 

V 2 


-3± VĨÕ5 


12 


Bài 14. Giải hệ phương trình: 

x+^y-ì =6 

tJx 2 + 2x + y + 2xyjy-ỉ + 2yjy-ì = 29 


Lời giái: 

Điều kiện: y > 1 
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Đặt a = yjy -1 y = a + 1, khi đó hệ phương trình trở thành: 

ịx + a = 6 x+l+a=7 

\ylx 2 +2x + ct 2 +l+2(x + l)a = 29 U(.T + l) 2 + a 2 +2(x + l)a = 29 


(x + l) 2 + a 2 + 2(v + l)a = 49 (1) 

=M r-—-- 

Ặx + if+a 2 +2(x + ỉ)a = 29 (2) 

Lấy phương trình (1) trừ theo vế cho phương trình (2), ta được: 

(*-+1) 2 + a 2 - ^+ĩf+^ - 20 = 0 <=> ^ĩx+ĩf+ĩ = 5 > 0 => ( X-+ 1) :2 + a 2 = 25 


Vậy ta có hệ 


ịx + a = 6 

X = 2\a = 4 


<=> 

[(x + 1) +a 2 =25 

_1 

co 

II 

Q 

òd 

II 

K 

__| 


X = 2; y = 17 
X = 3; y = 10 


Thử lại thấy hai nghiệm này đều thỏa mãn 
Vậy hệ có hai nghiệm là (x,y) = (2,17);(3,10). 


Bài 15. Giải hệ phương trình: 

\x 2 +xy-3x+y = 0 
[ X 4 +3x 2 y -5x 2 + y 2 =0 


Lời giái: 

Nhận thấy (x; y) = (0;0) là một nghiệm của hệ phương trình 

Xét X ± 0, khi đó chia hai vế của phương trình thứ nhất cho X và chia hai vế của phương trình 
thứ hai cho X 2 ta dược hệ 


X + ——hy — 3 — 0 

X 

X + J — ị- + 3y-5 = 0 

X 


<=> { 


x + — + y-3 = 0 


c \2 

x + — 

IV XJ 


+y-5=0 


đến đây ta đặt u = x + — ;v = y-3 

X 


Kh i đó hệ trở thành 
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ịu + v = 0 í V = —u 

Ịm 2 +v-2 = 0 Ịw 2 -w-2 = 0 


ịu = —l 

Ịv=i 

Ịu = 2 

1V = -2 


'x + z = -l 

< X 


<=> 


b-3 = l 

'x + ỵ = 2 

< X 



y -3 = -2 


Vậy hệ có hai nghiệm là (x; v) = (0;0);(l;l). 


Bài 16. Giải hệ phương trình: 


y 2 + X + xy - 6y +1 = 0 
y 3 x-9y 2 +x 2 y + x = 0 


Lời giải: 

Nhận thấy y - 0 không là nghiệm của hệ, nên với y ^ Ota chia hai vế của phương trình thứ nhất 
của hệ cho y và hai vế của phương trình thứ hai của hệ cho y 2 , ta được 

x + y 2 xy +1 


- + - 


y y 

x + y 2 xy +1 


= 6 


= 9 


y y 


T r „ , _ x+ y 2 xy + 1 

Vậy ta đặt u = —; V = — 


y 


y 


íw + v = 6 

Khi đó ta có hệ { <=> u = V = 3 <=> < 

Uv=9 


x + y 

y 

xy + ỉ 

y 


= 3 


= 3 


<=> 1 


* = 3y-y 
x = 3 - 

y 


(- 0=0 
, = 3-1 °i, = l 

y 


Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x; y) = (2;l). 


339 


Dang Thanh Nam 

Auditing 5 la, National economics University, Ha Noi, Viet Nam 






















HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 



(x 2 +x)y 2 -4y 2 + y + l = 0 
xy + x 2 y 2 + l-(4-x 3 )y 3 =0 


Lời giải: 

Hệ tương đương với 

ị(x 2 + x) y 2 + y + 1 = 4 y 2 
[xy + x 2 y 2 + l + .r 3 y 3 = 4y 3 

Nhận thấy y = 0 không thỏa mãn hệ, nên với y ^ 0 ta chia hai vế của phương trình thứ nhất cho 
y 2 và chia hai vế của phương trình thứ hai cho y' 


<=> < 


2 . 1 . xy + 1 
x 2 +- ĩ + ^— = 4 

y y 


r I V 

2 , 1 
X + 


V 


2 

y ) 


Ta đặt 


xy + 1 
V y ) 

1 


= 4 


u = x + - , 

y \u + v = 4 

kh i đó hệ trở thành < <=> w = V = 2<=>< 

xy +1 \uv = 4 

V = ^ 

y 


xy + 1 


= 2 


1 


<=> 


* +-7 = 2 


X = 1 

.y = i 


Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x; y) = (l; l). 


Bài 18. Giải hệ phương trình 


X 2 (y + l) = 6y-2 

x 4 y 2 + 2 x 2 y 2 + yị^x 1 +l) = 12 y 2 -1 


Lời giải; 

Hệ tương đương với 

x 2 (y + l) + 2 = 6y x 2 (y + l) + 2 = 6y (1) 

(xV+2x 2 y 2 + y 2 ) + y(* 2 +l) = 13y 2 -l y 2 (x 2 +l ) 2 + y (x 2 + l) + 1 = 13y 2 (2) 

Nhận thấy y - 0không thỏa mãn hệ phương trình, nên với y ^ Ota chia hai vế phương trình (1) 
cho y và chia hai vế phương trình ( 2 ) cho y 2 , ta được hệ mới 
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X H-1-— 6 

y y 


í 2 , i \ 2 , * 2 +1 , 1 n 

^x + lj H-1-- - 13 


<=> < 


y y 


2 . , , 1 x 2 +ỉ n 
X +1 H-1-— 7 

y y 

/ 2 , ,\ 2 , 1 X 2 +1 

(x +1) H T- H-—13 

v ’ y y 


1 2 . 1 

Đen đây ta đặt s = X 2 +1 -t—; p = —-; (s 2 - 4P > o) khi đó hệ trở thảnh 

y y 


s + p = 7 

P = 7-S 

II 

Co 

, <=>■ 

<=> ■ 

ỉ 

[s 2 -p = 13 

[S 2 +S-20 = 0 

\p = 3 


<=> 1 




X 2 +1 = 3 

rr 

X 2 +1 + — = 4 

< 

— =1 


y 


.y 

L 

, <=> 


r <=> 


v + l =3 


X 2 +1 = 1 

< 

y 

< 

1 „ 




- = 3 




[y 



X = ±\[ĩ 

y = 1 

x = 0 

1 

y = 77 


Vậy hệ có ba nghiệm là (x;y) = í±V2;lì; 0;- 


Bài 19. Giải hệ phương trình 


Jy(l + 2x 3 yỊ = 3x 6 
Ịl + 4x 6 y 2 = 5x 6 


Lời giái; 


Nhận thấy X = 0 không thỏa mãn hệ, với X Tt 0 ta chia hai vế của các phương trình trong hệ cho 
X 6 ta được hệ 

r y r 1 ì 
ị 4 + 23 - =3 

< x 2 đến đây ta đặt a = Ẳ-',b = —- + 2 y khi đó hệ trở thành 

1 X X 

l > +4 ^ 5 


ịab = 3 
\b 2 -4a = 5 


b 2 - 5 
a = —-— 
4 


<=> < 


b 


í—ì 

L 4 J 



<=> < 


2_ 

X 3 

1 


lx 


3 


= 1 

+ 2y = 3 




x = ỉ,y = l 
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Vậy hệ CÓ hai nghiệm là (x;y) = (l;l); 



Bài 20. Giải hệ phương trình 


x~ — y~ — 6 = 0 


(x + y-lf- 


(*-y) 


— 3 = 0 


(x,y Gi) 


Lời giái: 

Diều kiện : x * - v 
Hệ tương đương với 
(x + y)(x-y) = 6 

\x + y-ì) 2 - 4 -3 = 0 

l ( x ~y) 

Đặt a =x + y;b = x — y khi đó hệ trở thành 


ab = 6 


(„_!)» _^L_3 = 0 


<=> { 


b=ị 

a 

a 2 -2a + \~ — -3 = 0 


<=> { 


b = - 

a <=> 

Sa 2 -18ư -18 = 0 


a = 3 :b = 2 


a = ~ — ,b = -8 
4 


\x+ y = 3 
[x-y = 2 

3 <=> 

x+ y = — 

4 


5 1 

x = -,y = - 

2 2 

35 29 

x = -—,y = — 
8 8 


x+y = -8 
Vậy hệ có hai nghiệm là (x; y) = 


(5 n 

( 35 

293 

2 ) 

oo 

00 


BÀI TẶP ĐÈ NGHỊ 


Giải các hệ phương trình sau : 
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1 . 1 . 


1 . 2 . 


1.3. 


1.4. 


1.5. 


1 . 6 . 


1.7. 


1 . 8 . 


X 2 +ỉ+y 2 +xy = 4y 

\ „ V 

* +>,_2= ^77 

X +1 

X 3 (6 + 21y) = 1 
x(/ — 6^ = 21 

■sjx+ y +l]x- y = 6 
sj(x+yf(x-y) 2 = 8 

'11 . 

—I — = 3 - xy 
X y 

1 1 3x 2 y 2 + 2 

2 ,2 — 

X y xy 

X + y + yjx 2 - y 2 =12 
y^x 2 -y 2 =12 

X 2 +xy + y 2 = 19(x-y) 2 
X 2 -xy + y 2 = 7(x- y) 

I y + xy 2 = 6x 2 
|l + x 2 y 2 =5x 2 

x 3 (2 + 3y) = 8 
x(y 3 -2) = 6 


1.9. 


1 . 10 . 


1 . 11 . 

1 . 12 . 


Ịlog.v(log t ;y) = log v (log v x) 
llg 2 x + lg 2 y = 8 

x+ y 2 - yyjx + 3y 2 =0 

2j 2 - 3V - X +1 + = 0 

jx 2 - 2.xy + X + y = 0 
ịx 4 -4x 2 y+ 3x 2 + y 2 = 0 
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1.13. 


8 í X + y 2 ) + 4xy + -— , =13 

( x+ y) 

2x-ị —-— = 1 
x + y 


1.14. 

1.15. 

1.16. 

1.17. 

1.18. 

1.19. 


X + y 1 + xy +1 = 4y 
y(x + y) 2 = 2x 2 + 7y + 2 

4x 2 y + y 2 +2 = 7xy 
2x + 2 y 2 + 3 y 3 = 6 xy 2 

X 4 -4x 2 + y 2 -6y + 9 = 0 
x 2 y + x 2 +2y-22 = 0 

X 2 + y 2 +xy + ỉ = 4y 
y(^ + y ) 2 = 2x 2 + 7y + 2 

(x-yỴ +x + y = y 2 
x 4 -4x 2 y + 3x 2 =-y 2 

xy (xy + 2y + l)+ y = 6y 2 -1 
xy + x = 4y-2 


1 . 20 . 


' y(xy-ỉ) _2 
y 2 +ỉ 5 
x(xy-i) _ 1 

r+1 ~2 


ịx 2 + y 2 +xy = 4y-ỉ 
Ịj(x +j ) 2 = 2x +7y + 2 


1 . 22 . 


y=x 3 (9-x 3 ) 
x 2 y + y 2 =6x 


1.23. 


<(.x + };-l ) 3 (x-y + l ) 3 
X 2 + 2x = y 2 


ĐƯA VỀ PHƯƠNG TRÌNH ĐÒNG BẬC 


Phương pháp: 
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Từ hai phương trình của hệ biến đối và đưa về phương trình đồng bậc với biến X, y Giải phương 
trình X biểu diễn theo y rồi thế lại hệ bân đầu. 

BÀI TẬP MẪU 


Bài 1. Giải hệ phương trình : 

xS-y^ = 2(A^ + S) (!) 

x-3y = 6 (2) 

Lời eiải: 

Ý tưởng: 

, , 3 v , 1 ^ , 

Nhận thây vê trái của (1) có bậc là ^, còn vê phải của (1) có bậc là — .Do đó nhân vào 2 vê của 

(1) với đa thức có bậc là 1 thì ta được đa thức đồng bậc. Lúc này ta có thể rút X theo y . 

_ _ íx>(). 

- Điều kiện “(*) 

\y*0 

Thay 2 = ^(x-3y) từ ( 2 ) vào phương trình ( 1 ) ta được: 3(xVx - y-sỊỹ) = (x-3y)(4\[x + Vỹ) 

<=> VxỊx + yịxỹ-I2y\ = 0<=> \[x ị^\[x -3- s [ỹ^\fx + 4yịỹ\ =0 


4x-3yịỹ = 0 


<=> 


Vx = 0 


<=> X = 9y => X = 9; y = 1. 


yfx + 4y[ỹ = 0 

Vậy nghiệm của hệ là (9;l). 


Bài 2. Giải hệ phương trình: 


Ịx 3 + y 3 -xy 2 =l 

(1) 

[4x 4 + y 4 - 4x - y = 0 

( 2 ) 


Lòi giải: 

Thay 1 = X 3 + y 3 - xy 2 ở (1) vào (2) ta được 
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4x 4 + y 4 — (4x + y)(x 3 + y 3 -xy 2 ) = 0 

<=> 3xy ĩ + x 3 y -4x 2 y 2 = 0 <=> xy{3y 2 +x 2 -4xy) = 0 


<=> xy(y - x)(3y - x) = 0 <=> 


xy = 0 

y = * 

X = 3 y 


+ Với xy = 0: 


l x=0 J x= [ 

U=1 w=0 


+ Với y = X, thay vào (1) ta được: x = y = 1. 

1 3 

+ Với X = 3y, thay vào (1) ta được: y = -ự= =>x = -Ệ= 
Vậy hệ đã cho có 4 nghiệm là 


(0;1),(1;0),(1;1),Í^-;^L 


Bài 3. Giải hệ phưong trình: 

X 3 -8x = y 3 +2y 

V-3=3(r+i) 


Lời si ải: 

Hệ phưong trình tưong đưong với 

ịx 3 - y 3 = 8x + 2y 
|x 2 -3y 2 = 6 

Nhận thấy X = 0 không là nghiệm của phưong trình, đặt y = tx, khi đó hệ trở thành 

'x 3 (ỉ-t 3 ) = (2t + 8)x 
X 2 (l -3r ) = 6 


Từ đây suy ra 


ỏ(l-í 3 ) = (2í + 8)(l-3t 2 )<^12í 2 


t 


-t-1 = 0<=> 


t 


1 

3 


1 


4 
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(i). Với t = 4 => < 
3 


y = — X 
3 


<=> 


(l-3r) = 6 


Jx = ±3 

ịy = ±l 


(ii). Với t = -2- : 

4 


y : 


X 

4 


x-(l-3t 2 ) = 6 



4V78 

13 

V78 

13 


Vậy hệ có bốn nghiệm là (x, y) = (3, l); (—3;—l); 


Ị Ayíĩs 

1 00 

LẸ 

1 

ị -4\fĨ8 _ V78 'ì 

{ 13 ; 

13 J 

l 13 ; 13 J 


Bài 4. Giải hệ phương trình: 


Ị 2x + 3y = X + 3xy + y 2 
|x 2 + 2y 2 = x + 2 y 


Lời si ải: 

Nhân theo vế hai phương trình của hệ ta được 

(2x + 3y)(x 2 + 2y 2 ) = (x + 2 y)(x 2 +3 xy + y 2 ) <s> X 3 +4y 3 - 3 xy 2 -2X 2 y = 0 


(x - y)(x 2 - xy - 4y ^ = 0 <=> 


X = y 

1 + VĨ7 

X =—7 —y 


(i). Với y = x thay vào phương trình thứ hai suy ra 3x 2 = 3x <=> 


1 + VĨ7 _ . 

(ii). Với X = — 7 — y , khi đó ta có hệ 


X = 0 
X = 1 : 


x=y = 0 
X = y = 1 


1±VĨ7 


X = 


X 1 +2y 2 = x + 2y 


Bài 5. Giải hệ phương trình : 


Í2x 2 y 2 + X 2 + 2x = 2 
[2x 2 y-x 2 y 2 +2xy = 1 
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Lời giải: 

Hệ phương trình tương đương với 

2(xy ) 2 + (x + l ) 2 = 3 


2x 2 ỵ 2 +x z + 2x = 2 


2x 2 y -x 2 y 2 + 2 xy = 1 




2 xy(x + l)-(xy ) 2 =1 


Đặt u = x + \\v = xy khi đó hệ trở thành 

ịu 2 + 2v 2 =3 
[2 UV-V 2 = 1 

Đặt u = tv , khi đó hệ trên trở thành : 

V(( 2 + 2 ) = 3 


■(2f-l) = l 


t 2 +2 = 3(2í-l)^r-6r + 5=0« 


t = 5 
t = l 


[u — 5v 

(i). Với r = 5 => <ỉ <=> 

n 2 + 2v 2 = 3 


5 1 

u = — ,v = — 

3 3 

5 1 

u = ——,v = 

3 3 


<=> < 


. 5 

. 5 

x + 1 = — 

x+1= 

3 

3 

V 


1 

1 

xy = - 

xy = --z 

3 

[ 3 


x =ịy =~ 2 

8 1 
x = --,y = — 
3 8 


t — 1 => < 

u=v 

n = V = 1 

1 r, <=> 

<=> 

ì 

u 2 +2v 2 =3 

u=v = -1 


X +1 = xy = 1 
X + I = xỵ = — I 


<=> X = 


■ 2 '" 2 


Vậy hệ có ba nghiệm là (x, y) = 


c 


1 


v“ 2 ’2y 




\ 


v3’“ 2 y 


8 1 
3 ’ 8 


Phương pháp: 

, . íx = a + M , , , , 

Hệ có nghiệm (a,b) thì đặt ị ta đưa vê hệ đơn giản hơn, thường là hệ đăng câp ta đã 

[y = b + v 

biết cách giải: 

Sau đây xem xét một bài toán nữa đưa được về hệ đẳng cấp 


Bài 6. Giải hệ phương trình : 
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ịx 2 + y 2 +xy + 2y + x = 2 
[2x 2 - y 2 - 2y - 2 = 0 


Lòi giải: 

Hệ phương trình tương đương với 

ịx 2 + y 2 + xy + 2y + X = 2 X 2 + ( ỵ +l) + x( y + 1) = 3 
\2x 2 -ỵ 2 -2y-2 = 0 [2x 2 - (y +1) 2 = 1 

Khi đó đặt u - y +1 và hệ trở thành 


X 2 +u + xu =3 
[2x 2 -m 2 =1 


đây là hệ đẳng cấp. □ 


Bài 7. Giải hệ phương trình : 


ịx 2 +xy + y 2 =3 

Ị.r 2 + 2xy-1 x-5y + 9 = 0 


Lời si ủi i 

Hệ này có nghiệm (l,l) 

fjc = a + l. .... ịa 2 +b 2 +ab = -3(a+b) 

Đặt < khi đó hệ trở thành : •< 

[y=h + l \a 2 +2ab = 3(a+b) 


Bài 8. Giải hệ phương trình : 


Ịx 3 +3xy 2 =-49 

Ịv 2 -8vy + y 2 = 8y — llx 


Lời eiái: 

Nhận thấy X = 0 không là nghiệm của hệ, nên đặt y = tx 
Khi đó hệ trở thành 
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8f-7 _ 8 f — 7 _ b 

V(l + 3r) = -49 x ~ỉ-s t + t 2 ~(í 2 -16)-(8r-17) ~ a-b 

jc 2 (1-8í + í 2 ) = jc(8í-7)° jc 3 = ~ 49 .. ~ 49 _ ~ 49 

l + 3r 3(r 2 -16) + 49 49 + 4« 

Trong đó « = r 2 -16,/? = 8 r -17 

Từ đó suy ra : ————-T = — —■ <=> 49 (7> 3 + (« - ồ) 1 + 3« = 0 
(«-è) 3 49 + 3« V v ' / 

^a^49b 2 -49b(a-b) + 49(a-b) 2 +3\ = 0^a = 0 

Suy ra r = 16 => X 3 = -1 <=> X = -1 => y = ±4. 

Vậy hệ có hai nghiệm (x, y) = (-1,4); (-1,-4). 

BÀI TẬP ĐÈ NGHỊ 

Giải các hệ phương trình sau : 


1 . 1 . 


X 3 +4y = y 3 +16x 
< 1+y 2 =5(l + x 2 ) 


1 . 2 . 


2x 3 + 3y = y 3 + 4x 
< 5(l + 3y 2 ) = 4(3x 2 + 2) 


1.3. 


o 3 ,3 _ 1 

3 X —y =- 

< x + y 

x 2 + y 2 =l 


DẠNG TOÁN GIẢI BẰNG PHƯƠNG PHÁP THÉ 


BÀI TẬP MẪU 


Bài 1. Giải hệ phuơng trình : 
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I (2x 2 + y)(x + y) + x(2x +1) = 7 — 2y (1) 
|x(4x+l) = 7-3y (2) 


Lòi giải: 

Thế 7 = 4x 2 +x+ 3 y ở phương trình (2) vào phương trình (1) ta được 

(2x 2 + y)(x + y) + x(2x +1) = 4x 2 + X + 3y - 2y 

<=> (2x 2 + y)(x + y) = 2x 2 + y <=> (2x 2 + y)(x + y - 1 ) = 0 

X + y -1 = 0 

<=> " , 

y + 2 x 2 = 0 

+ Với x+ y —1 = 0=> y = 1—X, thay vào (2) ta được: 

1 + VĨ7 . 3 + VĨ7 

Ox = -— 1 —y = ——-. 

4 4 


+ Với y + 2x 2 = 0, thay vào (2) ta được 2x 2 - X + 7 = 0 => VN . 


Vậy hệ có 2 nghiệm là : (x, y) = 


1±VĨ7 3 + VĨ7 


2 x 2 -x -2 = 0 


Bài 2. Giải hệ phương trình : 


Jx 3 +7y = (x+y ) 2 +x 2 y + 7x + 4 

( 1 ) 

|3x 2 + y 2 + 8 y + 4 = 8 x 

( 2 ) 


Lời si ải: 

Thế 4 = 8 x -3x 2 - y 2 - 8 y ở phương trình (2) vào phương trình (1) ta được 


(x- y)(x 2 +2x-15) = 0 <=> 


x = y 
X = -5 
X = 3 


+ Với X = y, thay vào phương trình (2) ta được: 4 + 2x 2 = 0 => VN 
+ Với X = -5, thay vào (2) ta được: y 2 +8y + 119 = 0=> VN 


+ Với X = 3, thay vào (2) ta được: y 2 + 8 y + 7 = 0 <íí> 


y = -i 
y = - 7 
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Vậy nghiệm của hệ là: (x, y) = (3; —l), (3; —7) 


Bài 3. Giải hệ phương trình: 


|x 2 (y + l) = 6y-2 

(1) 

ỊjtV + 2x 2 y 2 + y(x 2 +1) = 12 / -1 

(2) 


Lời siải: 


Nhận thấy y — —ỉ, không là nghiệm của hệ, xét y ^ -lkhi đó rút X 2 = 2 tỳ ( 1 ) thế vào (2) 


y + 1 


ta được: 

r 6y-2^ 2 


V y + ì 


2 , -2 6 y -2 
y + 2y ——-h y 


y+1 


6y - 2 


N 


+ 1 

V y +ì J 


=12y 2 -1 


4(y-l)(9y + l)y 2 


Vậy hệ có 3 nghiệm là 
Ưy) = (ftỉj,(±V2;l). 


= y-l <=> 


y = l 


_(9y + l)y 2 =(y + l) 2 


<=> 


y 


= 1 => X = +V 2 


1 


y = ^-=>x = 0 
' 3 


Bài 4. Giải hệ phương trình : 


0 

II 

+ 

1 

(N 

(1) 

[x~ + y + 2x + 2 ỵ + 1 — 0 

(2) 


Lời eitíi: 

Thay y 2 +1 = xy từ phương trình (1) vào phương trình (2), ta được 
X 2 + xy + 2(x + y) = 0 (x + y)(x + 2) = 0 <$■ 


fjc 2 +jc 2 +l = 0 

Với y = —X khi đó hệ trở thành < hệ này vô nghiệm 

(x 2 + V 2 +1 = 0 


352 

Dang Thanh Nam 

Auditing 5 la, National economics University, Ha Noi, Viet Nam 


x+y = 0 
X =-2 





















HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

\y 2 +2y + ì = 0 

Với X = -2khi đó hệ trở thành ị <=> y = -1 

[y 2 + 2 y + l = 0 

Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x; y) = (-2;-l). 


Bài 5. Giải hệ phương trình: 


ịxy = x+ly + \ 

( 1 ) 

|xV= 10 y 2 -l 

( 2 ) 


Lòi gịảỳ 

Từ phương trình (1), rút 


X = 


7y+ 1 

y-T 


thay vào phương trình ( 2 ) ta được 


r l y + 0 

V y~ l J 


y 2 = 10 y 2 -1 39y 4 +34y 3 - 8 y 2 -2y + 1 = 0 <=> 


Vậy hệ có hai nghiệm là (x, y) = (3, -l); 




y - -1 => X = 3 

1 , 

y = -— => X = 1 
3 


Bài 6. Giải hệ phương trình : 

Ịx 2 + xy + 2x+2y = l6 
V ' , _ 0,yeM) 

[( x+y)(4 + xy) = 32 


Lời si ải: 

Hệ đã cho tương đương với 

j0 + y)0 + 2) = 16 (1) 

+ y)(4 + xy) = 32 (2) 

+ Nhận thấy X = -2 không là nghiệm của hệ, nên chia 2 vế của (1) cho x + 2 ta được 

16 , , /r\\ 

X + y =-— , thay vào (2) ta 

x + 2 


16(4 + xy) , x = 0=>y = 8 

K =32o4 + xy = 2(x + 2)ox(y-2)=0o ' 

x + 2 |_y = 2 =>x = 2 vx = -6 

Vậy hệ có 3 nghiệm là (x, y) = (0; 8 ),(2;2),(2;- 6 ) 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


Bài 7. Giải hệ phương trình: 


(x-l ) 2 +6(x-Y)y + 4y 1 = 20 
X 2 + (2y + l ) 2 = 2 


(x, y e M) 


Lời gitíi: 


Hệ tương đương với 

ịx 2 -2x + ì + 6xy-6y + 4y 2 -20 (1) 

\x 2 +4y 2 +4y + l = 2 (2) 

Thay X 2 + 4y 2 = 1 - 4y từ phương trình (2) vào phương trình (1), ta được 

X + 9 

-2x +1 + 1 - 4y + 6 xy - 6y = 20 => y = , thay vào (2) ta được 

3x-5 


X + 


2 x + 18 


+ 1 


= 2<=>x = -l=>y = -l 


. 3x-5 

Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x, y) = (-1,-1). 


Bài 8 . Giải hệ phương trình 


ịx ì + 2xy 2 =5 

[2x 2 + xy + y 2 =4 x + y 


( 1 ) 

( 2 ) 


Lời giái: 

5 _ x 3 

Nhận thấy X = 0 không thỏa mãn hệ phương trình, với X Orút y 2 = ——— từ phương trình (1) 

2x 

và thay vào phương trình ( 2 ) ta được 

ỹ-x 3 

2x + xy H——— = 4X + y <=> 3x 3 - 8 v 2 + 5 + 2 X 2 y - 2 xy = 0 
2x 

<=> (x-l)(3x 2 -5x-5) + 2xy (x -l) = 0 <=> (x-l)(3x 2 -5x-5 +2xy) = 0 

..... _ , íl + 2y 2 =5 , t- 

Với x = lkhiđó hệ trở thành < ? <^>y = ±\j 2 

[2 + y + y 2 = 4+y 

Với 3x 2 - 5x - 5 + 2 xy khi đó thay vào phương trình (2) ta được 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 


2x 2 --^ịĩx 2 -5x-5) + y 2 = 4x+ y 

<=> X + 5x + 5 + 2y 2 = 8x + 2y X -3x + 5 = 2y(l- y) (*) 


vế trái X 2 - 3x +5 = 


3 

X- — 
2 


1111 
+ —> — 
4 4 


vế phải 2y(l- y) < -^-( y + 1- y) 2 =ị 

Từ đây suy ra phương trình (*) vô nghiệm 
Vậy hệ có hai nghiệm là (x; y) = ịl; yÍ2 Ỵ,ịl;-yỈ2 j 


Bài 9. Giải hệ phương trình 


Í13y 3 -3.Ử =1 

[y 2 + 4y + 1 = 5x + 4xy 


(x,y el) 


Lời giái: 


Nhận thấy y = - — không thỏa mãn hệ, nên với y ^ — rút x = — + 4 ; — từ phương trình thứ 
4 4 4+5y 


hai thay vào phương trình thứ nhất ta được 

/ 2 -ị 

13y 3 -3 - +4 _ v + 1 =l«(y-2) 3 (y + 2)(l3y 2 +16y + 7)=0 




y = -2 
y = 2 


Vậy hệ có hai nghiệm là (x; y) = (l;-2);(l;2) 


BÀI TẬP ĐÈ NGHỊ 

Giải các hệ phương trình sau: 


1 . 1 . 


16.r\y 3 -9y 3 = (2xy-y)(4xy 2 + 3 ) 
4x 2 y 2 - 2xy 2 + y 2 = 3 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 


12 Í16x 2 /-17/ = -1 

yXxy + 2x-l y = -\ 

DẠNG TOÁN DÙNG PHƯƠNG PHÁP ĐÁNH GIÁ 

Đế ý điều kiên nehiêm của hê, Sửdune vhươne pháp hàm số, sử dung bất đắm thức: 

Biến đổi một phương trình của hệ thành f(x) = ./ (>’) (*) 

Neu chứng minh được hàm số f(x) đơn điệu tăng hoặc đơn điệu giảm trên miền nghiệm của hệ 
thì phương trình (*) tương đương với: y = X , lúc này ta thế ngược lại hệ. 

Bất đắng thức xem chuyên đề giá tri lớn nhất, nhỏ nhất và phương pháp chửng minh bất 
đắng thức 

BÀI TẬP MẪU 


Bài 1. 


6x 2 + y 1 -5xy -7x + 3y + 2 = 0 (1) 


Giải hệ phương trình: w - y 


ln(x + 2)-ln(y + 2) (2) 


l 3 


Lòi giải: 

+ Điều kiện: X > -2; y>— 2 

Coi (1) là phương trình bậc 2 với ẩn là y , ta được 

(1) <=> y 2 + (3 - 5 x)y + 6x 2 - Ix + 2 = 0, ta có 


A v -(•* 0 ^ 



3x-2 


5x - 3 - (y -1) 


2x-l 



Từ phương trình (2) ta có: 

x-31n(v:+2) = y-3ki(y + 2)of(x) = f(y);f(t) = t-3ỉn(t + 2),t>-2 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


Ta có / \t) = ——^ =3- Hàm số nghịch biến trên khoảng (-2;l) và đồng biến trên khoảng (l;+oo). 
(i). Nhận thấy với X = y - 1 là nghiệm của hệ. 


(ii). Với X < 1 => 


y—x—2x-2<0 

=> y<x,\/x<l=>f(y)>f(x)^VN. 

y-x=x-l<0 


(iii). Với X > 1 => 


y — x = 2(x-l)>0 
y-x-x-1>0 


=>y>x>l,Vx>l=> f(y) > f{x) => VN 


Vậy hệ có nghiệm duy nhất(l,l) . 


Bài 2. 



Giải hệ phương trình: • 

CM 

+ 

II 

1 

(N 

+ 

CN 

+ 

(1) 

\j(y +1) 2 +21 -yfx = (v + l) 2 

(2) 


Lời giải: 

+ Điều kiện: 

Nhận thấy X = 0 V y = 0, không là nghiệm của hệ nên X > 0; y > 0 . 

Trừ theo vế 2 phương trình với nhau ta được 

yj(x~+ĩf + 21 + Vx + (x +1 ) 2 = <J(ỵ + ìf +21 + y[ỹ + (y + ìỴ 
of(x) = f(y)ư(t) = Ật + lf+2l + -ft+(t + l)\t>0 

Ta có f\t) = 2(t + 1)+ r H— , - > 0, \/t > 0. Vậy hàm số f (t) đồng biến. 

2nÍ Ặt + l) 2 +2ì 

Suy ra /(x) — f (y) <=> X = y , khi đó thay vào (1) ta được phương trình 

(x + ì) 2 +yíx-Ậx + ì) 2 +2Ì=0(*), 

xét hàm số g(x) =(x + 1) + y[x — yj(x + lỴ +21 . Ta có 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 


g'(x) = 2x + 2 + -^j=- ■ x + l 

2 V* yjịx + ìf + 21 


> 2 - 


x +1 

u + i| 


>0. Vậy hàm số g(x ) đồng biến. 


Mặt khác ta có, g(l) = 0. Vậy X = 1 là nghiệm duy nhất của phương trình (*). Suy ra nghiệm 

x = y = ì. 

Vậy hệ có nghiệm duy nhất (l;l) • 


Bài 3. 


Giải hệ phương trình : < 

(2x 2 -l)(2y 2 -l) = !*y (1) 

X 2 + y 2 + xy -7x-6y + 14 = 0 (2) 


Lời giải: 

Coi (2) là phương trình bậc 2 với ẩn là X thì điều kiện phương trình này có nghiệm là 


c 

3 


A v =(y-7) -4y 2 + 24y-56>0 <=> y <E 
Cũng coi (2) là phương trình bậc 2 với ẩn là y thì điều kiện để phương trình này có nghiệm là 
À r = (x-6) 2 -4x 2 +28x-56 > 0 <=> X E 




+ Nhận thấy X = 0v y = 0, không là nghiệm của hệ . Ta chia 2 vế của (1) cho xy 


2«/00/00=I 


Ta có / '(0 = 2 +ị > 0 / T=> f(x)f(y) > /(2)/(l) - ị 

t 2 



2x-~ 

2 y~- 

=> 


[ x) 

l y) 


Vậy X = 2; y = 1. Thay vào (2) thấy thỏa mãn. 
Vậy hệ có nghiệm duy nhất (2;l). 


Bài 4. Giải hệ phương trình : 


Í4x 3 +3xy 2 =7y 
Ịy 3 + 6 X 2 y = 1 


Lời si ái i 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

Từ phương trình thứ hai của hệ , ta có y 3 + 6 x 2 y = 7 <íi> y ( y 2 + 6 x 2 ) = 7 =^> y > 0. 

Khi đó từ phương trình thứ nhất ta suy ra X > 0 . Vậy x,y> 0. 

Trừ theo vế hai phương trình của hệ ta được : 

(x-y)(4x 2 -2xy + y 2 ) = 7(y-l)(*) 

Xét phương trình (*). 

(i) . Với 0 < y < 1 thì VP < 0 => VT <0<=>x<y=>0<x<y<l, từ đó ta suy ra y 3 + 6x 2 y <7 , hệ 
vô nghiệm. 

(ii) . Với y>l=>7(y-T)>0=>VP>0=>VT>0=>x>y>l, từ đó suy ra y 3 + 6 x 2 y > 7, hệ vô 
nghiệm. 

Vậy với y = 1, ta có nghiệm X = 1 . 

Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x, y) = (l,l). 


Bài 5. Giải hệ phương trình : 

X 3 -3x 2 + 2 = y 3 - 3y 2 - 2 


log, 


^ x-2 ^ 

y -1 


+1 °g. 


v-l 

x-2 


= (x-2012) 2 


Lời si ái i 


Điều kiện 


Í0< y<\ 
[o < X < 2 

ịy> 1 
1 X > 2 


Đặt y — u — ỉ, khi đó phương trình thứ nhất trở thành 


3 0.2_3 0.2 

X -3x =u -3 u 


Xét hàm số / (í) = t 3 —3t trên miền xác định, ta có / '(0 = 3 1 2 -3 nên đơn điệu trên miền xác 


định. Do đó f(x) - f{u) ■£> X = u <=> X = y + 1 

Thay vào phương trình thứ hai của hệ ta suy ra nghiệm X = 2012. 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 


Bài 6. Giải hệ phương trình : 


4 + 9 y 2 ~ 2 y = í 4 _|_ 9 y2 ì 7Ư-V+2 


4' +4 = 4x + 4yị2y-2x + 4 


LÙẼ giải: 

Điều kiện y—x+2>0. 

Đặt t = X 2 -2y khi đó phương trình thứ nhất của hệ trở thành 


/ 4 + V +2 4 + 3 2 ' 

4 + 3 ,+2 =(4 + 9 , ).7 2 - , o^- = -!^-o/(í + 2) = /(2í) 


Xét hàm số f(x) = —^ = 4 ^ + -Ẹ là hàm nghịch biến. 

7 wy 


4 + 3* /lỴ . ( 3Ỵ 


Do đó f(t + 2) = /(2f) o2t = t + 2ot = 2 

Từ đó suy ra X 2 -2y = 2 <=> 2y = X 2 -2 thay vào phương trình thứ hai của hệ ta được 
4' +4 = 4x + 4^x 2 -2-2X + 4 <=> 4 '- 1 = x-l + ^/(x-l ) 2 +1 <=> 4 S =5+77 + 1 
Trong đó 5 = Jt-1 

Do Ị 5 + 777 IỊỊ 777 Ĩ- 5 Ị= 1 ^ 4 - S = 77 + 1-5 

Từ đó ta suy ra : 4 S - 4 J - 25 = 0(*) 

Ta xét hàm số f(x) = 4' - 4~ x - 2x ta có f '(x) = ln 4 ( 4' + 4~ x Ị - 2 > 2 ln 4 - 2 > 0. Do đó hàm số 
đon điệu tăng. Mặt khác nhận thấy /(0) = Onên phương trình (*) có nghiệm duy nhất 5 = 0 . Từ 

đây suy ra X = 1 => y = “ . 


2 


Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x, y) = 1 ,- 7 - 

\ 2 ) 


r n 


Bài 7. Giải hệ phương trình : 



360 


Dang Thanh Nam 

Auditing 5 la, National economics University, Ha Noi, Viet Nam 




























HỆ PHƯƠNG TRÌNH 


Lời siải: 

Do Ịy + Vv" + 1 j Ụy 2 +1 - y j = lnên từ phương trình thứ nhất của hệ ta suy 

X + Vl + X 2 = -y + ^y 2 + 1 <=> /U) = f(-y) 


ra 


Xét hàm số /(x) = X + Vl + X 2 ta có / \x) = 1 - 


X _ VĨ+ 

\lỉ + x 2 Vĩ 


+ JT +JC \x\ + x 

=— > 11 >0 


L + X" V 1 + x“ V ỉ + x 

Do đó hàm số / (ừ) đồng biến trên R . Nên f(x) = f (—y) <=> X = —y 
Thay vào phương trình thứ hai của hệ ta có phương trình 


cV 6x + 2x +1 = -4x 2 + 6x +1 <=> V 6x + 2x 2 +1 - V 

N 2 


_ 25 „2 
= —X 

4 


Vó x + 2x +1 = 3x 

V 6x + 2x 2 +1 = -2x 


X = 1 => y = -1 


X = 


3-VĨT 


y = ■ 


-3 + VĨĨ 


Vậy hệ có hai nghiệm là (x, y ) = (l, -l) ; 


3 -VŨ -3 + VŨ 
_ ? _ 


Bài 8. Giải hệ phương trình: 

Ị(4x 2 +l)x + (.v-3)V5-2y=0 (1) 

[4x 2 + y 2 + 2 V 3 - 4x = 7 (2) 

Lòi eiải: 


+ Điều kiện 


x<- 




(*), khi đó phương trình (1) tương đương với 


(4x 2 + l)x + ( (5 1 ^ l )yl5-2y = 0 


o (4x 2 +l)(2x) = (G/5-2 y) 2 +1)^5 -2y 
o /( 2x) = f(y/5-2y);f(t) = tự- +1), / \t) = 3r +1 > 0 


=> / /(2x) = /(V^V) » 2x = v^v > 0 => y = ; X > 0 
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Thay vào (2) ta được phương trình: 4x 2 + ( 

,5-4x 2 


5-4x 2 


Xét hàm số f(x) = 4x 2 + ( : 


2 

) 2 + 2^3-4x - 7 trên đoạn 


) 2 + 2V3-4.r =7(*) 


0;ỉ 

4 


Ta có / \x) - -4x(3 + 4x 2 ) + —ị=Ầ — < 0,V0<x<—=> / ị=> f(x) = Onếu có nghiệm thì đó là 

y3 - 4.V 4 


nghiệm duy nhất. Nhận thấy f(~) = 0 


1 

x = — 
2 

y = 2 


Bài 9. Giải hệ phương trình : 

log 3 [2x + 1) - log 3 (x-y) = yj 4x 2 + 4x+2-J 
1 v 
[log 3 (2x) + 4x 2 -V4x 2 +l = l-V2 

(x- y) 2 +1 -3x 2 + y 2 —4x — 2xy — l 


Lời giải: 

Phương trình thứ nhất của hệ được viết lại thành 

yfị 2x + l) 2 +1 -(2x + l) 2 -log 3 (2x + l) = ^j(x- y) 2 +1 - (x - y) 2 - log 3 (x - y) 

Xét hàm số f(t) = \lt 2 + 1 -t 2 - log 3 1 với ĩ > 0, ta có 

/ '(0 = — ị= -2 1 —-ỉ—<0 nên hàm số /(0 nghịch biến. Do đó phương trình đầu tiên 
V / 2 ( 1 t ln3 

f(2x+ỉ) = f(x-y)o2x+ỉ = x-y (*) 

Xét hàm số f(x) = log 3 (2 jc) + 4x 2 - V 4x 2 +1, Vx > 0 

1 1 v , 

— > 0, nên hàm sô đon điệu tăng. 


Ta có / \x) = 4x 


2 — 


xln3 


V yj4x 2 +l, 
ro r~ 

Mặt khác ta có / ^ =l-v2 . Suy ra x = l-y[2 kết họp với phương trình (*) ta có nghiệm 
\ 2 ) 



Bài 10. Giải hệ phương trình : 
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_ • __ 


X 3 + 3x -1 + V2x + 1 = y 
y 3 + 3y -1 + yịĩỹ+ĩ = X 


Lời si ủi i 

Điều kiện : X, y > . 

Trừ theo vế hai phương trình của hệ ta được 

X 3 + 4x + V2x + 1 — y + 4 y + sj2y + 1 « /(X) = f(y) 


Xét hàm số /(x) = X 3 + 4x + y/2x + l trên đoạn 



N 

;+00 


. Ta có 


/ \x) = 3x 2 + 4 + , > 0, nên /(x) đơn điệu tăng trên đoạn ; +CO . 

V2x + 1 L 2 ) 

Vậy phương trình /(x) = f(y) <44> X = y, thay vào phương trình thứ nhất của hệ ta được phương 

trình : 

X + 2x — 1 + yj 2x + 1 = 0 


Ta xét hàm số /(x) = X 3 + 2x -1 + V2x + 1 trên đoạn 

1 


1 3 

;+00 

. 2 J 


Ta có /'(x) = 3x +2 + - 


> 0, nên hàm số /(x) đơn điệu tăng trên đoạn 


1 , ^ 

;+00 

2 


y/ĩx + ĩ 

Mặt khác nhận thấy /(0) = 0 . Vậy phương trình /(x) = 0 có nghiệm duy nhất X = 0 , từ đó suy 
ra hệ có nghiệm duy nhất (x, y) = (0,0). 


Bài 11. Giải hệ phương trình : 

1 4 A ' 2 - 16 + 3^c + v/x 2 +1 = 4 yI - Sy + 3yjy - 4 + y/ 
y (x 2 -1) -4x 2 + 3x - 8 + ln(x 2 -3x + 3 ) = 0 

f y 2 -8y + 17 


Lời si ải: 

Điều kiện : X > 0, y > 4. 

Khi đó biến đối phương trình thứ nhất thành : 

4-' 2 - 16 + 3V^ + Vx 2 +1 = 4 (v " 4)2 + 3yjy - 4 + yj(y- 4) 2 +l 
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Xét hàm Số f(t) = 4 f ~ 16 +3\ft +yfr +1 trên đoạn [0;+oo). 

, 3 7 

Ta có / '(x) = 2t4' ~ 16 ln 4 + —Ị= + J= — - > 0, Ví e [0;+oo). Nên hàm số f(t)đơn điệu tăng trên 

2 yỊt Vt 2 +1 

đoạn [0;+oo). Vậy phưong trình f(x) = f(y— 4)<=>x = y —4<=>y = x+4 lúc này thay vào 
phưong trình thứ hai của hệ ta được phưong trình 
x 3 +2x-12 + ln(x 2 -3x + 3) = 0(*) 

Ta xét hàm số /(x) = X 3 + 2x-12 + ln(x 2 -3x + 3). Ta có 
2x - 3 9 2x 2 - 4x + 3 

/'(x) = 3x 2 + 2+ - = 3x 2 + —-———— >0, nên hàm số /(ừ)đon điệu tăng trên đoạn 

X -3x+3 X - 3x + 3 

[0;+co). 

Mặt khác nhận thấy /(2) = 0, từ đó suy ra phưong trình (*) có nghiệm duy nhất X = 2 => ỵ = 6 . 
Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x, y) = (2,6). 



Lời si ải: 

Cộng theo vế hai phưong trình của hệ ta được 

2xy 2xv 2 2 

77 + 77 == =x+y 

-Ợx 2 -2x + 9 ịỊy 2 -2y + 9 

Phưong trình này có nghiệm nếu xy > 0. Nhận thấy X = y - 0 là một nghiệm của hệ. 
Xét xy > 0 

Phưong trình này có VP > 2xy;VT = 2xy = + 2xy = < X y + X y = 2xy 

^/( x - 1) 2 +8 ìl(y- 1) 2 + 8 

Dấu bằng xảy ra khi cà chỉ khi X = y = 1. 
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Vậy hệ phương trình có hai nghiệm là (x, y) = ( 0 , 0 ) ;(l,l). 

Bài 13. Giải hệ phương trình : 

X 3 + 2y 2 =x 2 y + lxy 

2s]x 2 -2y + ỉ + ịfp -14 =x-2 


Lời giỏi: 

Điều kiện : X 2 - 2y -1 > 0 . 

Phương trình thứ nhất của hệ biến đối thành : 

(x 2 - 2y)(x- y) = 0 , so sánh với điều trên suy ra X = y , lúc này ta thay vào phương trình thứ 
hai của hệ ta được 

2\Jx 2 -2x- \ + a/x ' - 14 = X - 2, phương trình này có nghiệm nếu 

\Jx 3 - \4 <x-2=>x 2 -2x- 1<0. Kết họp với điều kiện suy ra x 2 -2x-l = 0<=>x = l±\/2, thử 
lại ta thấy nghiệm thỏa mãn. 

Vậy hệ có hai nghiệm là (x, y) = Ịl + V2,l + V2^;Ịl- V2,l-V2j. 


Bài 14. Giải hệ phương trình : 

121 - 

X 2 + 2x = - 27" 

9 

X 2 + y 2 + xy - 3x - 4y + 4 = 0 

Lòi giải: 


Coi phương trình thứ hai là phương trình bậc hai ẩn y , khi đó phương trình này tương đương 
với: 

y 2 + (x - 4) y + X 2 - 3x + 4 = 0, phương trình này có nghiệm nếu 
A v = (x-4) 2 -4(x 2 -3x + 4)>0«0<x<^. 


í í 4y 8 3 221 , 4 4 

Kh i đớ X 2 + 2x + 27 2 < -- +-T- + 27 3 = . Vậy dấu bằng xảy ra, suy ra X = -- => y = ^. 

^ 3y 3 9 3 3 


365 

Dang Thanh Nam 

Auditing 5 la, National economics University, Ha Noi, Viet Nam 

















HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x, y) 


'4 4^ 

v 3’3 y 


Bài 15. Giải hệ phương trình : 


yj5-x 2 +.ị5-\=3 + y 2 

< 

V X 2 


x + - = 2(3-2y) 


[ X 


Lời giải: 

Nhân thêm 2 vào hai vế của phương trình thứ nhất sau đó cộng theo vế với phương trình thứ hai, 
ta được : 


2-^5- X 1 + X + —+ 2./5-^-=2y 2 -4y + 12 

X \ X 

Sử dụng bất đẳng thức cauchy-shar ta có 
x + 2^5-x 2 <Ậỉ 2 +2 2 )[x 2 +5-x 2 ) =5 


1 r +2 f~ĩ~\l( l ^ỉĩ^ 5 ~ỉ 

X V X \ \x X 


T => VT < 10 
= 5 


Mặt khác lại có VP — 2 ỵ 2 -4y + 12 = 2(y-l) 2 +10 > 10 


ịy = 1 

Vậy VT = VP = 0 <=> I 


Bài 16. Giải hệ phương trình : 


x y+l =(y + l) A 

« 

V 4x 2 + 18x 20 + 2x [~ 9x + 6 -yỊy + ỉ 


l 2x 2 -9x + 8 


Lời giái: 

Điều kiện : 


-4x 2 +18x - 20 > 0 
2x 2 -9x + 8 + 0 <»< 


y + 1 > 0 


2 < X < 


[y>-l 
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Đặt t = \l~4x 1 +18x - 20 =, 1-4 


1 

( 93 

1 1 


1 ] 

-4 

X + — 

+ — <-=>te 

0; 

— 

1 

l 4 J 

4 2 


2 J 


Kh i đó phương trình thứ hai của hệ trở thành : t +1 + ——- = Jy + 1, 

r + 4 

, i , 4 , 8 1 _ t 4 +lt 2 + (f-4) 

Xét hàm số f(t) = t +1 + , , ta có / '(0 = 1 —-— — >-- ———— > 0 


r+ 4 


Do đó /(í)là hàm đồng biến trên 


°4 


b 2 +4) (r + Ư 

f(t)>f( 0) = 2. Từ đó suy ra ta phải có 


-y/y +1 > 2 => y > 3 . 

Từ phương trình thứ nhất của hê : Ta lấy logarit tự nhiên hai vế ta được 
, , _, / . , lN _ lnx _ ln(y + l) 

(y + l)lnx = xln(y + l)<s>2^l = — v ’ 

v ’ ’ y ’ X y + 1 


(*) 


, , ' . . lnn , . l-lnw 

Xét hàm sô g(u) = — 1 , ta có g (ụ) = -T = 0 <Ị>u=e 


Suy ra hàm số tăng trong khoảng (0; e ), giảm trong khoảng (e; +00 ) 
Vậy ta có : xe 


-ỉ 


, N ln2 „ 1 -- N. , w _ ln4 ln2 

g(x)>g( 2) =2 và y e [ 3; +0 °) =* ^ sO) =4 = 2 


Từ đó suy ra phương trình (*) tương đương với: x = 2;y = 3 
Thay vào phương trình thứ hai của hệ ta thấy thỏa mãn. 

Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x; y) = (2;3). 


Bài 17. Giải hệ phương trình : 

ìog 2 X = 2 y+2 
4 Vĩ+X + xy^4+y 2 = 0 


Lời giải: 

Điều kiện X > 0, từ phương trình thứ hai của hệ ta suy ra y < 0 

Từ phương trình thứ hai ta suy ra 16(x + l) = x ĩ y ĩ ( 4 + y 2 ) x 2 y 4 + 4 x 2 y 2 -16(x + l) = 0 
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Coi đây là phương trình bậc hai với ẩn là y 2 , ta được À' 2 = 4x 4 + 16x 2 (jc +1) = 4x 2 (x + 2) 9 , từ 
đó suy ra 


y 2 

y 2 


-2x 2 + 2x(x + 2) 4 

X 2 X 

-2x 2 -2x(x + 2) _-4x 2 -4x 

7 ^ " 7 < 


4 4 

Chỉ nhận nghiệm ỵ 2 = — <=>* = —:-, thay vào phương trình thứ nhât của hệ ta được 

* y 

log 2 7 = 2 y+2 o 2 - log 2 y 2 - 2- v+2 = 0 (*) 

y 

Xét hàm số /(y) = 2-log 2 y 2 -2 y+1 với y<0 


Ta có f\y) - -2 y+2 ln 2 - - 7 - = —7(1 - y (ln 2) 2 .2 y+1 ) > 0, Vy e (-oo; o) 

y ln 2 y ln 2 v ’ 

Vậy /(y)là hàm đơn điệu tăng trên khoảng (-oo;0). Mặt khác lại có /(— 1) =0=> y = — llà 
nghiệm duy nhất của phương trình (*). Từ đây suy ra X = 4. 

Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x; y ) = (4; -l) 


Bài 18. Giải hệ phương trình : 


X 3 +x + log 0 — = 8y 3 +2y + l 

< 

y 


o 

II 

1 

1 

1 

1 

_ ) 


Lời giải: 

Điều kiện : X > 1, y > 1. 

Khi đó phương trình thứ nhất của hệ được biến đối thành : 

X 3 + X + log 2 X = (2y) 3 + 2y + log 7 2y 

Ta xét hàm số f(t) = t 3 +t + log 2 1, t > 0. Ta có / \t) = 3r + 1+ > 0,t > 0 . Suy ra hàm số 

íln2 

đơn điệu tăng. Từ đó suy ra f(x) = /( 2y) <=> X = 2y, thay vào phương trình thứ hai ta được : 
yj2y-l - yjy-l - l = 0<í>2y-l=y - 2yjy-l 2^Jy- \ = 1 - y y = l=>x = 2. 
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Bài 19. Giải hệ phương trình • 

f 2 2 1 

JC y 1 

(y + l) 2 1 (x + 1) 2= 2 


3xy = X + y +1 


Lời giải: 

Tacó (x + l)(y + l) = xy + x+y + \ = 3xy + xy = 4xy 

Khi đó sử dụng bất đẳng thức a 2 +b 2 > 2 ab , ta được 
2 ,2 I ~2 ~2 1 

- rì_ + _ zỉ _ >2 - rì_- r -1 

ơ+1) ư+1) V(- v+1 ) h+1) 2 

Dâu băng xảy ra khi và chỉ khi -———— = -—-—— = 2- <=> 

(y + 1) (x + 1) 4 

Thế ngược lại phương trình thứ hai của hệ 


ịy = -l±2x 
Ịx = -l±2y 



Lời giải; 

Hệ tương đương với 

x(y 3 -X 3 ) = 7 

x(x 3 -y 3 ) + x 2 y(x-y)-9(x-y) = 0 


<=> < 


x(y 3 -X 3 ) = 7 

(x- y)Ịx(x 2 + xy + y 2 ) + x 2 y - 9 ) =0 


<=>1 


<=> 1 


*(.y 3 -* 3 ) = 7 

x(x 2 +xy + y 2 Ị + x 2 y-9 = 0 

x(y 3 -X 3 ) = 7 
x(x+y) 2 =9 


do X y 


Từ đây suy ra x>0và y > X > 0 và y - —= - X , thay vào phương trình thứ nhất ta được 

a/x 


V 


-X 


vvx J 


\[x 


-X 


= 7 , đặt X = t ta được 
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í '3 V 


V' y 


-t 6 =1 oự-3) 3 +t 7 + lt = 0 


Dễ thấy vế trái là hàm đồng biến trên [0;+oo), lại có /(1) = 0 
Vậy x = ỉ=> y = 2 

Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x; y) = (l; 2) 


Bài 27. Giải hệ phương trình 


V 2.X + 1 - ^2ỵ + ì = y-x 
16jry 2 +5 = 6ịj4x 2 y + X 


Lời giải: 

Điều kiện JC, y > khi đó hệ tương đương với 


2(x-y) 


2x +1 + -sịĩỹ+ĩ s—y 


Ì6x 2 y 2 +5 = 6^4x 2 y + . 
x = y 


y \yỈ2x + ĩ + ylĩỹ+ĩ 
16.r 2 y 2 + 5 = 6ịj4x 2 y + x 


+ 1 


[ỉ6x 4 +5 = 6ịj4x 3 + x 
Từ đây suy ra x,y>0 

Ta có ịl4x 3 + ~x =ịìj4x(4x 2 +ỉ).2 < ị(4x + 4x 2 +1 + 2 ) = |(4jc 2 + 4x + 3) 

Từ đó suyra 16x 5 +5<^4x 2 + 4.r + 3)<í=> 2(2 jử +2v + l)(2v-l) 2 <0<» 

Thử lại thấy x = - 2 l ^ oa man phương trình trên 

í \ I 

Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x; >’) = --4;--4 

12 2 


X = — 


Bài 28. Giải hệ phương trình 


8 y 3 +{2x+ y)6xy = 6x 3 +13 
X 3 + 5.r + (.r 3 - 2y + 6^yjx 3 —2y + 1 = 0 
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Lời giải: 

Điều kiện: x 3 -2y + l>0 

Đặt t = yỊx 3 - 2y +1 thì phương trình thứ hai của hệ được viết lại thành 
X 3 +5x + ịt 2 + 5 ) r = 0 “tí* X 5 + 5x = + 5( — í) 

Xét hàm số f(u) =u 5 +5u có / '(«) = 5 u 4 + 5 > 0 nên hàm số f{u) đơn điệu tăng trên R. , từ đó 


suy ra /(x) = f(-t) <=> X = -t <=> X = -yjx 3 - 2y +1 


X < 0 




Thay vào phương trình thứ nhất của hệ ta được phương trình 


Bài 29. Giải hệ phương trình ị x + 2x + 5 3y + 'l y2 +4 

(x 2 - y 2 -3x + 3y + 1 = 0 


Lòi giăi: 

Bình luân : Phương trình thứ nhất được viết lại thành 

X + yj(x — lỴ +4 = 3y + yfỹ~ + 4 2 vế có dạng gần tương tự nhau ; tuy nhiên sai khác nhau đại 
lượng X và 3_y ; bây giờ thế 3y từ phương trình thứ hai của hệ vào chúng ta sê được gì ? 

x + -^(x-l) 2 +4 = y 2 +3x-l-x 2 +y/y 2 +4 -G>(x-l) 2 + J(x-l) 2 +4 = y 2 +sjy 2 +4 

Rõ ràng đưa về phương trình dạng f(x-l) = f(y) trong đó /(í) = t 2 + yịt 1 +4 

Hàm này có / xo = 2 1+ , ; liệu chúng ta có thể đánh giá được bằng tính đoư điệu của hàm 

\lt 2 + 4 

số hay không ? 


Trình hàv : 

Rút 3y = y 2 + 3x -1 - X 2 từ phương trình thứ hai của hệ thay vào phương trình thứ nhất của hệ ta 
được 


X + -J(x-l) 2 +4 = ỷ + 3x - 1 - X 2 + V/ + 4 
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<^> (x -1) 2 + Ặx-ĩf+4 = y 2 + 7)^ + 4 
<^>(x-l) 2 -y 2 + yj(x-ỉ) 2 + 4 -yjy 2 + 4 =0 

(*-íf-y 2 


«>(*-!) -r + 


+ 4 + s]y 2 +4 


= 0 


1 + 


N 

7 = = 1 - —- ((x-l) 2 -y 2 ) = 0 

^(x-l) 2 +4-yjy 2 +4 j 


<=>(x-l) 2 -y 2 = 0<» 
Nếu 

y = X -1 


y = X -1 
y = 1 - X 

y = x-l 


khi 


đó 


ta 


y = X -1 


X = ■ 


[x 2 - y° -3x + 3y + l = 0 Ịx 2 -(x-l) 2 - 3x + 3(x-l) + l = 0 

Neu t = 1 - X khi đó ta có hệ 


2 

1 


\y = l-x 0 \ y = l ~ x 

[x 2 -y 2 -3x+3y + ì = 0 1 X 2 -(1- xý-3x+3ịl-x) + l -0 


X = ■ 




Vậy hệ phương trình có hai nghiệm (x; y) - 


í 3 - 1 ! 

/3.13 

Wv 

’ 4 ’ A 

u 4) 


2 . 

) = x ( 

X + 3 ) 


có 


hệ 


Bài 30. Giải hệ phương trình 


(\Jĩỹ 


-2x+5-x+l=4 


)- 


Lòi giải: 

Điều kiện : 2y - 2x + 5 > 0 

Nhận thấy X = 0 không là nghiệm của hệ ; nên chia hai vế phương trình thứ nhất của hệ cho X 3 
ta được phương trình 
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^2yY . o 2 y 3 

—— +3.— = x + 3x 

X J X 


Ta xét hàm số f(t) = t 3 +3 1 có / '(0 = 3r + 3 > 0, Ví € R nên suy ra f(t) đơn điệu tăng trên M . 
( 2y3 2y X 2 

Vậy nên / —— = f(x) <=> X = —— <=> y = — ; ta thay vào phương trình thứ hai của hệ ; ta được 
V .V ; X 2 ' ' 


\ X J 

phương trình 


2*- 1 Ịự(x-l) 2 +4-(x-l)Ị = 2(*) 

số f(u) = 2" Ụu 1 +4 -uỴ 


Xét 


hàm 


trên 


ta 


có 


/'(m) = 2"ỊYm 2 +4-w| 




ln 2- 


V 


Vm 2 + 4 


>0 ; do < 


yju 7 + 4 > \u\ > u 
ln 2 > 1 > 1 


yỊỵ 1 +4 


Vậy /(w) đon điệu tăng ; nên nếu phương trình f(u) - 0 có nghiệm thì đó là nghiệm duy nhất. 
Phương trình (*) tương đương với f(x -l)=0 = /(0)ox = l ; suy ra y = ^ 


Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x; y) = 




Bài 31. Giải hệ phương trình 


(x+ y - 1) yjx + y - 1 + 6x + 2y = 20 
(3x + y - 2) yj 3x +y — 2 + 2x + 2y = 18 


( 1 ) 


Lòi giải: 

. , fx+ y -1 > 0 
Điều kiện < _ 

[3x + 2y-l > 0 

Khi đó hệ phương trình tương đương với 

(x + y-ìỳ^x + y-l + 2(3x + y -2) = 16 
{^3x + y -2^3x + y -2 + 2(.r+ y-l) = 16 
Trừ theo vế hai phương trình trên ta được 

(x+ y-l) Y* + v-1 -2(x + y-l) -(3x+ y-2) ^3x+y-2 + 2(3x+ y-2) =0 
<=>(jc + y-Ý)Ụx+ y-ỉ -2j + (3x+ y-2}ị2-yj3x + y-2j = 0 (*) 
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Từ (*) ta có nhận xét sau 

Nếu X + y -1 > 4 thì từ (*) suy ra 3x + 2y - 2 > 4 

Nếu x+y -1 < 4 thì từ (*) suy ra 3x + 2y - 2 < 4 


Như vậy hệ có nghiệm khi 


Jx + y-1>4 
[3x + y-2>4 
Jx + y-l<4 
[3x + y - 2 < 4 


từ đây kết họp với hệ (1) ta suy ra hệ tương đương 


với 


ịx+y- 1=4 
[3x + y-2 = 4 


<=> < 



Kết luận : 


Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x; y) 


v 2 ; 2 y 


BÀI TẬP ĐÈ NGHỊ 

Giải các hệ phương trình sau : 


Bài 1. Giải hệ phương trình : 


Bài 2. Giải hệ phương trình : 


Bài 3. Giải hệ phương trình : 


Bài 4. Giải hệ phương trình : 


Bài 5. Giải hệ phương trình : 


Bài 6. Giải hệ phương trình : 


yjx +1 + sịx + y =3 
yf^ + sj(y-4f+5=j5 

2x 2 + y 3 - 4x + 3 = 0 
X 2 y 2 - 2x+ y 2 = 0 

ỵ 3 +x 2 = ^64 -x 2 y 

ịx 2 + 2^ = y + 6 

3-(.y + l) 2 =yjx-y 
x + 8y = yịx — y — 9 

X 2 + y = x+ y 2 
2 x+y -2 X ~ X = x-y 

x 2 -12xy + 20y 2 =0 
ln(l + x)-ln(l+ y) = X - y 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 


Bài 7. Giải hệ phương trình : 


Bài 8. Giải hệ phương trình : 


Bài 9. Giải hệ phương trình : 


Bài 10. Giải hệ phương trình : 


Bài 11. Giải hệ phương trình : 


Bài 12. Giải hệ phương trình: 


Ạlx-y -yịy-x =1 
lyjy-\ + 6y-26x = 3 


I o „2 . 3 _ „4 . 6 

\ 2x y + y =2x +x 


(x+2^*J y + 1 = (x + l) 2 
X 3 -3x 2 = y 3 -3y-2 

. íy-iy. fT-2^ 

log t +log 

^x-2y 

yfx-ĩ-y[ỹ = 8-x 

(*-')= y 

ỉog y Jxỹ = log x y 
2 x +2 y =3 


yy- 

3 


= (,-3) 3 


x y+1 =(y + lỴ 

yj-4x 2 + 18x-20 + 2x [ ~ 9 * + 6 o = Vx+ĩ 


2x -9x + 8 


Bài 13. Giải hệ phương trình: 

^4x-y 2 -yJy + 2 = ^4x 2 + y 
4x 2 + 3x + 3 = 4xV X + 3 + 2yj2x—\ 
Bài 14. Giải hệ phương trình : 

6 x 2 ylx 3 -6x + 5 = (x 2 + 2x-ó)(x 3 + 4 ) 

< 2 2 

X H-— 1H-— 

l X y 2 

Bài 15. Giải hệ phương trình : 


X 10 , /°ì, 

{y x ) 

ịx+y-l)y/y-1 =10 


^ + y«=4(l + ^V) 2 -10 


[ - Jxy - 6 = 12- y 2 
Bài 16. Giải hệ phương trình < 

[x 2 ;y-x 3 -3x + 3y-xy 2 -x 2 y = 0 


Bài 17. Giải hệ phương trình 


8 y 3 +(2x + y)6xy = 6x 3 +13 
X 3 + 5x + (x 3 -2y + 6^)yjx 3 -2y + \ = 0 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


Bài 18. Giải hệ phương trình 


y/x-2 - yjy—l = 21 -X 3 
(x-2) 4 +1 = y 


DẠNG HỆ CÓ MỘT PHƯƠNG TRÌNH LÀ PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI TÌM ĐƯỢC 
NGHIỆM 

Một phương trình trong hệ có thể đưa về dạng : (ax + by + c)(a l x + b Ị y + c l ) = 0 

Mục đích là biếu diễn ẩn này theo ẩn kia ở dạng bậc nhất; khi đó chỉ việc thay vào phương trình 
còn lại trong hệ và giải phương trình với một ấn số. 

BÀI TẶP MẪU 


Bài 1. Giải hệ phương trình: 

jy 2 = (5*+4)(4 -jc) (1) 

jy 2 -5x 2 -4xy + 16x-8y + 16 = 0 (2) 


Lời giải: 


Biên đôi phương trình (2) thành phương trình bậc 2 với ân là y , ta được 
y 2 -(4x + 8)y -5x 2 + 16x + 16 = 0, phương trình có 


A 


y 


= 9x 2 ^ 


y = 5x + 4 
y = 4-x 


(i). Với y = 5x+4, thay vào (1) ta được x(5x + 4) = 0<=> 


X = 0 => y = 4 

4 

^ = -— => y = 0 

5 


(ii). Với y = 4-x, thay vào (1) ta được: x(4 - X) = 0 ++ 


x = 0^ y = 4 
x = 4^> y = 0 


Vậy hệ có 3 nghiệm là (0;4),(4;0). 


^ ;0 


Bài 2. Giải hệ phương trình: 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


xy + x+y = x 2 - ly 2 
Xyfĩỹ- yy/x-l = 2(x- y) 


( 1 ) 

( 2 ) 


Lòi si ải: 

, íx>l 

+ Điêu kiện I > q(*), khi đó (1) tương đương với 

(1) <=> V 2 - (y + l)x - (y + 2y 2 ) = 0, coi đây là phương trình bậc 2 với ẩn là X ta được 
A, =(y + 1) 2 + 4 (y + 2 y 2 ) = 9y 2 +6y + l = (3 y +1) 2 


■(!)«► 


X = 


X = 


y + l H 3y + i) 

2 

y + l-(3y + l) _ 

2 y 


+x = —y => X < 0 => loại. 

+x = 2y — 1,thay vào phương trình 2 ta được: (2y + l)yf2y - y-sỊĩỹ - 2(y + 1) 
(y + l)(2-yÍ2ỹ) = 0o2-y[2y = 0<=>y = 2=>x = 5 


Bài 3. Giải hệ phương trình: 


< 

yf2x + ĩ + J2ỹ+ĩ = ( X - v )~ 
y ■ 2 

(1) 


(x+ y)(x + 2y) + 3x + 2y = 4 

(2) 


Lời giải: 


Điều kiện: 


x>--7 

2 


^2 


Khi đó coi (2) là phương trình bậc hai với ấn là X , ta được 

nhưng do X > -ỉ y > --ị- nên x + 2y+4 > Ovậy x = l — y <^>x + y =1 
x = -4-2y 22 

Ta biến đối phương trình thứ nhất: 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 


(+- 41 ^ 72 + 1+7 ^ J x+y l~ 4xy 

<=> 2(.r + y) + 2 + 2^4xy+ 2(.r+ y) + l = 

•» 2 yj4xy + 3 


7/ _ , \2 , V 

(^ + yj -4xy 


\-2 xy 

2 

( 3\ 

(5 3 

-4 = 

-2xy-'~- 

4 - 2 xy 

\2 ) 


l 2) 

y2 ) 


< 4 > 


8yj4xy + 3 =(4xy + 3)(2xy-5) <4> 


4xy + 3 = 0 


(*) 


(2xy - 5) 4xy + 3 = 8 
Do 1 = (jt + y) 2 > 4xy =4> 2xy-5 <0, vậy hệ (*) <t> 4xy + 3 = 0<=> xy = 


3 

4 


Vậy hệ đã cho tương đương với: 

3 



1 

x+ y = 1 

X = — 


2 

3 <=>' 

V < 

xy = ~- 

3 

[ 4 

y = - 


[ 2 { 


X = ■ 


y = - 


1 


Vậy hệ đã cho có hai nghiệm là (x, y) = 


' 1 3 ^ 

r 3 r 

V 2 ’ 2 J 

U’ 2 j 


Bài 4. Giải hệ phương trình 


V4^3=(2y 2 +ll)(l7-y) + Vỹ 

y (y - 3x + 3) = 5 (3x + 2) 


Lòi giải: 


Điều kiện < 



y >0 

Khi đó phương trình thứ hai của hệ coi là phương trình bậc hai với ẩn là y ta được 
y 2 +(3-3x)y-15x-10 = 0 có A = (3-3x) 2 +4(l5x-10) = (3x + 7) 2 


Suy ra 


y = -5 < 0 
y = 3x +2 


chỉ nhận nghiệm y = 3x + 2x , thay vào phương trình ban đầu của hệ ta được 


>/4x-3-V3v + 2+5(18jc 2 +24^ + 19)(x-5) = 0 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


, ị 5 f -^ = + 5(x-5)(l8x 2 +24.y + 19)=0 
V4x-3 + V3x + 2 v v ’ 


<=> (t-5) 


1 


■ + 


v_ yj 4-x — 3 + yj 3x + 2 
Vậy hệ có nghiệm duy nhất (x, y) = (5,17) 


5(l8^+24x + 19)j = 0»^ = 5=>y = 17 


BÀI TẬP ĐÈ NGHỊ 


Giải các hệ phương trình sau: 


1 . 1 . 


1 . 2 . 


1.3. 


1.4. 


- y 2 ) + 2y + xy = 4x-l 
x 2 + y 2 =ĩ 

V4x-3=(2y 2 +ll)(l7-y) + ự7 

y(y-3x + 3) = 5 (3x + 2) 

j2x 2 - 8xy 2 - xy + 4y 3 = 0 
[ló.r 3 + 2.r-8y 2 + 5 = 0 

X 3 + X (x 2 + y) + x[x- y) 2 = (3 + 2 y-x) y 2 
X 2 + y 2 = 3 


BÀI TẬP TỒNG HỢP 

Giải các hệ phương trình, hệ bất phương trình sau: 


Bài 1. Giải hệ phương trình: 


^|x 2 -2^-3|-log 2 3 4 

ị 


4|y|-|y-l| + (y + 3) 2 <8 


Bài 2. Giải hệ phương trình: 


x + ^Ịx 2 -y 2 _ 9x 

x-yỊx 2 -ý 1 5 

X _ 5 + 3t 
y _ 6(5-y) 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 


l3x-2y 


Bài 3. Giải hệ phương trình: 


-5.6' +4.2 3x ~ 2y =0 


[yíx-ỹ = + (V^ỹ- yfx)(j2y - VÃ) 2 


Bài 4. Giải hệ phương trình: 


1 ị-J- = ^ x+y+ J x ~ y 
JĩỆ- =y / x + y - y / x - y 

\21 x i y i +7j 3 = 8 


Bài 5. Giải hệ phương trình: <! 2 2 (x, y £ R) 

1 9x 2 y + y 2 =6x 


Bài 6. Giải hệ phương trình: 


Bài 7. Giải hệ phương trình: 


2-\Jx 2 y 4 + 2xy 2 - y 4 + ĩ = 2(3-\Ỉ2-x)y ĩ 
\ịx-y 2 + X = 3 


1 , „2 2 . .. 2 

ỉ + x y +xy = x 


1 


1 


IX X 

„ íx 3 + lx = y 3 +1 y 

Bài 8. Giải hệ phương trình: ị 2 (x, y e M) 

1 X 2 + y 2 = x+ y + 2 


Bài 9. Giải hệ phương trình: 


Bài 10. Giải hệ phương trình: 


IX 3 + 2 V = X 2 y + 2 xy 

[ 2^1 X 2 - 2y - l + ịly 3 - Ì4 = X - 2 

2 , .2 , 8 xy . , 

X +y +-X- = Ỉ6 

x + y 

\Jx + y =x 2 -y 


.. Ịx 4 -x 3 y + x 2 y 2 = 1 

Bài 11. Giải hệ phương trình: < ’ (x, y e R) 

1 X 3 y -X 2 +xy = -1 


Bài 12. Giải hệ phương trình: 

Bài 13. Giải hệ phương trình: 

Bài 14. Giải hệ phương trình: 


Ị X -xy + y 2 = 3(x - ỵ) 
[x 2 +xy + j 2 = l(x-y) 2 

\{x-y){x 2 + y 2 ) = n 
[(x + y)(x 2 -j 2 ) = 25 

ịx 2 + y 2 +x+y = 4 
[x(x + y +1) + y(y +1) = 2 
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Bài 15. Giải hệ phương trình: 


Bài 16. Giải hệ phương trình: 


Bài 17. Giải hệ phương trình: 


Bài 18. Giải hệ phương trình: 


Bài 19. Giải hệ phương trình: 


Bài 20. Giải hệ phương trình: 


Bài 21. Giải hệ phương trình: 


Bài 22. Giải hệ phương trình: 


Bài 23. Giải hệ phương trình: 


Bài 24. Giải hệ phương trình: 


Bài 25. Giải hệ phương trình: 


Bài 26. Giải hệ phương trình: 


HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


I -Jx — 1 - yịỹ = 8 - X 3 
\(x-4ý = y 

Í (1 + ậ 2x ~y ’)ỹ 1 ~ 2x+y = 1 + 2 2x ~ y+1 

y 3 + 4x + l + ln(y 2 +2x) =0 

ụỹx + ỹ + ^2x + y =5 
[^/ 2x + ỵ +x-y = 2 


\Í3x(l-ị —ỉ—) = 2 
x+ y 

J 2 ỹạ --—) = 4V2 

x + y 


I xVx - Vx = y-yịỹ + 8-sịỹ 
[x - ỵ = 5 

\yfx + y[ỹ = 10 
ị\Ịx + 6 + sjy + 6 = 14 


y + xy 1 = 6x^ 
ltr J = 5x 

2x 3 - 9y 3 = (x- y)(2xy + 3) 


2 . 2 _ o 

lx -xy + y =3 


(x, y e M) 


X 2 + y 2 -1 


+ 2 — = 1 


X 


>’ 


X + y +4— = 22 

X 


(3 -x)V2-x - 2y-yj2y-ì = 0 
2^2^-Ậ2y-ÌÝ =1 


x° + y 2 -xy = 3 
Vx 2 +ỉ+^y 2 +1 =4 

e x - y +e x+y =2(x +ỉ) 
e x+y =x-y + l 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


Bài 27. Giải hệ phương trình: 


Bài 28. Giải hệ phương trình: 


Bài 29. Giải hệ phương trình: 


Bài 30. Giải hệ phương trình: 


Bài 31. Giải hệ phương trình: 


Bài 32. Giải hệ phương trình: 


Bài 33. Giải hệ phương trình: 


Bài 34. Giải hệ phương trình: 


Bài 35. Giải hệ phương trình: 


Bài 36. Giải hệ phương trình: 


Bài 37. Giải hệ phương trình: 


Bài 38. Giải hệ phương trình: 


Bài 39. Giải hệ phương trình: 


'(l + 4 JC-y )5 1-I+5 ' =1 + 3* _J,+2 

x 2 -3yJy-^-=l-2y 

ịx-2ỵ-yỊxỹ = 0 

\yỉx-i-yl2y-l=l 
2x 2 +x-—=2 

y 

y- y 2 x-2y 2 = -2 

ịx 2 + y 2 + xy +1 = 4y 
\ y(x + y) 2 = 2x + ly + 2 

Ịx 2 + / Ịx 2 + y 2 + xy 

\—+ - 4- — =x+y 

<v 2 V 3 

Xyịxy + 5.r + 3 = 4 xy -5x-3 

ị2(x 3 +2x- y -1) = (y + \)x 2 
Ị/ +4.r + l + ln (y 2 + 2x) = 0 

í27 +125 = 9/ 

|45x 2 ;y + 75a = 6 y 2 

yjx + y-yỊx-y =2 
V-* 2 + y 2 +1 - yịx 1 - y 2 = 3 

ị 4xy 2 -2y + 3x 2 = 0 
Ị/ + x 2 y + 20 = 0 

\x-2y-yfxỹ = 0 
[Va:- 1 + yj4y-ỉ = 2 

ịx 2 y + y + xy 2 + x = ỈSxy 

1 , , 2 . 2 , 2 _ 2 (*,yeR) 

[// + / + x 2 y 4 + X = 208 x 2 y 

f21og 7 (2;c + 3;y) = log 3 (2 + 2A + 3 ỳ) 
ịln(4x 2 + X +1) + X 3 = 3(3y - 7) 

ịx 3 + 3xy 2 = -49 
Ị/ -8xy + y 2 = 'ằy-llX 
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Bài 40. Giải hệ phương trình: 


Bài 41. Giải hệ phương trình: 


Bài 42. Giải hệ phương trình: 


Bài 43. Giải hệ phương trình: 


Bài 44. Giải hệ phương trình: 


Bài 45. Giải hệ phương trình: 


Bài 46. Giải hệ phương trình: 


Bài 47. Giải hệ phương trình: 


Bài 48. Giải hệ phương trình: 


Bài 49. Giải hệ phương trình: 


Bài 50. Giải hệ phương trình: 


Bài 51. Giải hệ phương trình: 


Bài 52. Giải hệ phương trình: 


HỆ PHƯƠNG TRÌNH 


ịx 2 y 2 -2x + y 2 = 0 
Vlx 1 -4x = -(y 3 +3) 


y 3 + y = X 3 + 3x 2 + 4x + 2 


[Vl -* 2 -yfỹ = yj2 -y-ỉ 

ị2y 3 + 2xy/l-X = 3 yỊĨ—x - y 
y = 2 x 2 -l+2xỵy/ì+x 

\y + xy 2 =-6x 2 
\ỉ + x 3 y 3 =l9x 3 


2yỊ2x+ y =3-2 x-y 
[yJx + 6 =4-Ạ-y 

\ 2x 2 y + 3xy = 4x 2 + 9 y 
[7y + 6 = Jc(2jc + 9) 

ị-x 2 y + 2xy 2 + 3y 3 -4{x + y) = 0 
1 xy(x 2 + y 2 )-\ = 3xy -(x+ y) 2 


- + ^- = (x 2 +3y 2 )(y 2 + 3x 2 ) 
X 2y 

1 1 _ o/ 4 4s 

- = 2(y -X ) 

X 2 y 


Ị X + xy = 2 

[x 3 + 2xy 2 -2 y = X 

\{x + \) 2 {y + lý =21 xy 
[(t 2 + l)(y 2 +1) = lOxy 

1 ^x+y + 5 -*j3x + 2y = -1 
[ Vx+Ĩ + x + 3- _v = 0 

ịx 2 y 2 -2x + y 2 = 0 

[7jc 2 -14x + 3v 3 +10 = 0 

^3 + 2 x 2 y 2 -x 4 y 2 +x\l-2x 2 ) = : 
ỉ + Ậ + ix-y) 2 = x 3 (x 3 -x + 2y 2 ) 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 
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Bài 53. Giải hệ phương trình: 


Bài 54. Giải hệ phương trình: 


Bài 55. Giải hệ phương trình: 


Bài 56. Giải hệ phương trình: 


Bài 57. Giải hệ phương trình: 


Bài 58. Giải hệ phương trình: 


Bài 59. Giải hệ phương trình: 


Bài 60. Giải hệ phương trình: 


Bài 61. Giải hệ phương trình: 


Bài 62. Giải hệ phương trình: 


Bài 63. Giải hệ phương trình: 


Bài 64. Giải hệ phương trình: 


y/2x + l+j2y + l = ( x 
y ' 2 

(x + _y)(x + 2y) + 3x + 2y = 4 

2(x-y)yfỹ = y[x 

<Ị __ _ 

(x+y)y[x =3^ỹ 

Ịx 3 + 2xy 2 +12 y = 0 

[8/+X 2 =12 

x + yjx 2 -~ỹ 2 x-^/x 2 -y 2 _ 17 

< x-^Ịx 2 -y 2 x + ^Jx 2 - y 2 4 

x[x + y) + yjx 2 +xy + 4 =52 

ịyỉĩ (x-y) = y[xỹ 
ự-y 2 = 3 

' X i +f+ 2ĩx =i 

< -T+;y 

y[x+ỹ =x 2 -y 
y^Ịx 2 -y 2 =18 

< 

X + y + tJx 2 - y 2 = 24 
2 y 

X - y + — = -2 
1 * 

2xy-2y 2 + x = 0 

ịx 2 y + y 3 =x 4 + x ố 

Ị(x + 2) 1 /ỹ+ĩ = (* + l) 2 

íx 3 +4y = y 3 +16x 

Ịl + / =5(x 2 +l) 

X 2 + y 2 + xy +1 = 4y 

y(x+ y) 2 = 2(x 2 + l) + 7y 

,_ v sin X 

e =—- 

< sin y 

3^Sx 2 +3+ỉ = 6^2y 2 -2y + ỉ + Sy 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 


Bài 65. Giải phương trình: 


2x~y+l 


\l + 4 ĩx - y )5 l ~ 2x+y =ỉ+2 
’ 3 +4x + l + ln(y 2 +2x) = 0 


Bài 66. Giải hệ phương trình: 


■ V = —xy - 
■ 2 


(x 2 y + 2xỴ -2x 2 y + 1-4* = 0 


Bài 67. Giải hệ phương trình: < 


2.1 8 /+^ 

2 ' +1 -4 2-3 




~(x+yý , 3 [— - _ 7 
2 ' + — \x+y- — 
2 y ' 2 


Bài 68. Giải hệ phương trình: 


Bài 69. Giải hệ phương trình: 


Bài 70. Giải hệ phương trình: 


Bài 71. Giải hệ phương trình: 


Bài 71. Giải hệ phương trình: 


Bài 72. Giải hệ phương trình: 


Bài 73. Giải hệ phương trình: 


Bài 74. Giải hệ phương trình: 


I X + y + 2x — 3 


[2(x 3 + y 3 ) + 6x 2 = 5 + 3(x 2 + y 2 ) 


2 , , 2 _ o 

X +xy + y =3 


x 3 + / _ 31 
X 3 + y 3 - 7 

-\/l + X + yjỉ-y = 2 

X 2 - y 4 + 9y = x(9 + y - y 3 ) 

2yjx + 3y + 2 - 3^[ỹ = Vx + 2 
yỊy-ỉ - V4-X + 8-X 2 =0 

(x-2)(2y-l) = x 3 +20y-28 
2(Vx + 2y + yj = X 2 +x 

2x 3 - 4x 2 + 3x -1 = 2x 3 (2 - y) ^3-2y 
Vx + 2 = ịỊu-x^3-2y +1 

yjx + Jỹ-yỊx-y[ỹ =x]4x-y 
\lx 2 - 16 = 2 + yỊy-3x 

6 —-2 = yj3x- y +3y 

y 

2-^3x + a/3x- y =6x + 3y-4 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 


Bài 75. Giải hệ phương trình: 


Bài 76. Giải hệ phương trình: 


Bài 77. Giải hệ phương trình: 


Bài 78. Giải hệ phương trình: 


Bài 79. Giải hệ phương trình: 


Bài 80. Giải hệ phương trình: 


Bài 81. Giải hệ phương trình: 


Bài 82. Giải hệ phương trình: 


Bài 83. Giải hệ phương trình: 


Vl + Vl-X 2 = xịl + 2yjl-y 2 \ 

■sỊĩx+ỹ - y[x + 2y = yịx-y 
x 2 y + y 3 = X A +x 6 

J(l+yf 

2x + Ạ + y - J—^ 

2 x + y + 2 -sỊAx + y = 1 

yj46-ỉ6y(x + y)-6y + 4^4x + ỵ =8-4 ỵ 

^Jx~+-ỹ+ỉ + ỉ = 4(.r + yỴ + -sj3x + 3y 
12^(2.r 2 +3y + 7xy) = -1-12 y 2 (3 + 5*) 

(2x 2 -\)[2y 2 -\) = ^xy 
X 2 + y 2 + xy -1X- 6y +14 = 0 

.V + Iv^-Ĩĩv+Ĩ = |^(x 2 +17) 

X 2 + 2x Ịx 3 +x 2 y 

8Ụ + T = '\|3Ụ + T“2 

3x 2 -2 Mo ^ =log 2 (y 2 + \)-lo gĩ y 
y 3 -2x 2 y = y(y-x) 

21og 7 (2* + 3y) = log 3 {2x + 3y + 2) 
ln(4.ử + * + l) + * 3 +21 = 9y 

log 2 yỊx+y = 31og s Ụx-y + 2 ) 

\Jx 2 + y 2 +1 “ V-* 2 _ y 2 = 3 


Bài 84. Giải hệ phương trình: 


<- 5 * 

= y 5r 3 


Jt 3 =. 


Bài 85. Giải hệ phương trình: 


3 + + 2 _ 9 2 / + l -4x 

3 (x+y)2+1 + 2yịx+y = 29 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 


Bài 86. Giải hệ phương trình: 


y 2 +(y-3)x-4y = -3 
2Ự^2+5^2-ỵ =12 


U/30 + x-Jl8-y =1 
Bài 87. Giải hệ phương trình: ị 

U45 + 2y-y/20-x = 2 


Bài 88. Giải hệ phương trình: 


10 1 
■ + — = 1 


2x + 3y xy 

124 1 


Ax 1 +9y 2 x 2 y 2 


= 1 


Bài 89. Giải hệ phương trình: 


2 3 y Ix 

X -yry + Z T = ir L 
2 X 2 2y 

2 3 X 2 ly 

y -T-x + - T = -r L 
2 y 2 2x 


Bài 90. Giải hệ phương trình: 


Í7+- 1 

4.64 3,2 + -.64 * 2 =2.8' 
4 


log 2 


f 2 2\ 

£Ỉ + r 


y x J 


+ log 3 (xy) = 3 


H+Ỷ + 2 J - 4 

= 18 


(2x \ 

( y 3 

--9 

9 


\X~ ) 


Bài 91. Giải hệ phương trình: 


X +1 + ^ y +1 — 2 

Bài 92. Giải hệ phương trình: ị 72XV _ , /— - 7 

+ 29-y X 2 - y 2 =4 

_x-y 


Bài 93. Giải hệ phương trình: 


X 5y 
-+ , =4 


x-y x+y 2 

,2 c .2 
- , X -5y 

5x + y H-— 5 

xy 


Bài 94. Giải hệ phương trình: 


114x 3 +3y 2 + 1 = 0 
14xy + 2y = 5x + 2y 2 + 2 
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Bài 95. Giải hệ phương trình: 


HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


(x + l)(y + 1) + 1 = (x 2 + x + l)(y 2 + y + l) 

< , , Ị— -— (x,yeR) 

X 3 + 3x = (x 3 - y + 4J yjx i - y +1 


Bài 96. Giải hệ phương trình: 


(3x + y)(x + 3 y)yịxỹ - 14 
(x + y)(x 2 + 14xy + y 2 Ị = 36 


Bài 97. Giải hệ phương trình: 


p-l)(r+6) = y(.r+l) 

(,y-l)(x ! +6) = .t(y ! +l) 


Bài 98. Giải hệ phương trình: 


x(x 2 +4y 2 ) = 8.y 4 (y 2 +l) 
V5x + 6 + V2y 2 +7 =7 


Bài 99. Giải hệ phương trình: 


^4x-y 2 -yjy + 2 = yj4x 2 + y 
4x 2 + 3x + 3 = 4xVx + 3 + 2 V 2 X-I 


Bài 100. Giải 


hệ phương trình: < 


•y/x 3 + 6y + 2y + 1 = V X 3 + 4x 2 + 7 X + 4 

(2x 2 - 2y 2 + xyf = (4x 2 + y 2 )(l0x 2 - 14xy + 5y 2 ) 


Í 2 _ 3 

X = y 

. - 

X + y 2 +12 ịỊx 2 y = 2012 


___ , , [ 2J2x + 3y+J5-x-y =7 

Bài 102. Giải hệ phương trình: < 

\3yj5 - X- y -yj2x + y -3 = 1 


Bài 103. Giải hệ phương trình: 


< 


x(x+ y) 2 = 9 
x(x 3 - y 3 ) = 7 


Bài 104. Giải hệ phương trình: 


X + y = 2xy 

(x + 3)V2x-ĩ + (y + 3)yỊ2y-ĩ = 2 yj( X + 3 ) ( y + 3 ) 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


Bài 105. Giải hệ phương trình: 


x-yfỹ+ĩ=ị 
y + 2(x-3) VxTĨ 


Giải các hệ phương trình, hệ bất phương trình sau: 
x+^y-ỉ =6 


1 . 1 . 


1 . 2 . 


1.5. 


1.7. 


1 . 8 . 


1.9. 


1.3. 


1.4. ị 


yịx 2 +2 x + y + 2x-yjy-l + 2yjy-l = 29 

Vx y +1 _ X + y 
2 y[x - X 
_ /— x-2 2y + x 

2 'íỹ+ L rì=^i ± 

sjy y 

y 2 +(4x-ỉý =sÍ32x 2 +4x 
40x 2 + X = yVl4x-l 

yỊ X +1 + -\J y 1 = 2 

^ + 29^7 = 4 

r — V 




X + - 


X +vr+ X" 


+ y =0 


ị + 2^Jl + x 2 +y 2 = 3 


X 2 -8y 3 = 2xy(l-2y) 

L6 ‘ 1 / 3 , (2y + l) 2 

v* 3 +4x=l + v „ ’ 

3 


Vx + l + - N /4-2y+-^5 + 2y-(x-l) 1 =5 

3x 4 + (x - y) 2 = 6x 3 >’ + y 2 


f 5A r - 

9x 3 +x- y-~- \J3y-6=0 
V 3 ) 


X + X + 2 — -J y + 2 

X 2 + ^2-x + Ạ-y -34 = 2x>’ + X 
2 +SỈ2 -X + ■sịl-y -34 = -xy + 2y 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


1 . 10 . ị 


1 . 11 . 


X 2 -8y 3 = 2xy(l-2y) 
3 

(x + y) 4 +3 = 4(x + y ) 


64 


32 


+ 31n 


^ x-3 ^ 

v^-3 


= 0 


1 . 12 . 


2x - 2y + ^2x + y + 2xy + 1 = 1 
< -ự3y +1 = 8x 3 - 2y -1 

X > 0 


1.13. 

1.14. 


íx 4 + 2x° y + X 2 + y 2 + y = 6 
jx 2 + y 2 + y =3 

íx 2 +xy = x + 2 
Ị(2y 2 +5)x + 13.r =26 


1.15. 


X + 2y + 2- x /4x + y = 1 
_ I ___ 

^46-16 y(x+ y)-6y + 4-y/4x + y = 8-4y 


Đáp số: 


(*•?) = 


^3 _ 5 3 

v7’ 7 , 


1.16. 


2x 2 -3y 2 = 4 


[Vã 


xy-y = xy 


Đáp số: (x,y) = (±V2,oj; ±J 4+ ^2 ,±ị 

V 

a/x 2 + 6x = y + 3 

1.17. < _ __ 

y/x+ y +yjx-y =4 

Đáp số: (x,y) = (5,4) 

ị2xy-x + 2y = 3 / . 

ỊX 3 + 4_y 3 = 3x + 6y 2 - 4 v • ' 



4 + 3 V 2 


Đáp số: (x, y) = (1,1); 


- 2 ,- 


1 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


1.19. 

1 . 20 . 

1 . 21 . 

1 . 22 . 

1.23. 

1.24. 

1.25. 

1.26. 

1.27. 

1.28. 

1.29. 


1.30. 


Ị X + xy - 3x + y = 0 
V +3x 2 y -5x 2 + y 2 =0 

\e x -e 2y +(jc-2 y)(x 2 + y 2 + 3 ) + ln(x + xy -2y)-lnxy = 0 
[2 X -3.6 y -4.3 X = 0 

yj4x 2 + (4x-9)[x- y) +yịxỹ = 3y 
4^(.T + 2)( y + 2x) = 3(x + 3) 

2(x+yf + 4xy-3 = 0 

(x + y) 4 - 2x -4xy + 2y 2 + x — 3y + 1 = 0 


j(x+y)(y-2) = (Ay + l)(2y-l) 
|(x-y)(x-3) = (^-l)(l-3x) 

ịy 2 +x + xy-6y + ỉ = 0 
— 8_y 2 + x 2 y + x = 0 

6x 2 y[x 2 -6x + 5 =(x 2 + 2x-6)(x ĩ + 4 ) 
< . 2 2 

l * r 

Í8(x 3 -y 3 ) + 9(x-9) = 0 
[2xy + 1 = 0 

ịx 4 +x 2 y + 9y = y 2 x + x 2 y 2 +9x 
|jc(y 3 -x 3 ) = 7 


124 36 

2 , 2 _ 2 2 — 1 

X + yỊ X + 2 ỵ +1 = X y + ỵ +1 
(x + y -ì)J~ỹ +T = 10 


x + 

y- 


3x-y 

„2 . ,.2 
X + y 

T + 3;y 

„2 , ~2 

X + y 


= 3 

= 0 


391 

Dang Thanh Nam 

Auditing 5 la, National economics University, Ha Noi, Viet Nam 




















1.31. 

1.32. 

1.33. 

1.34. 

1.35. 


1.36. 


1.37. 

1.38. 

1.39. 

1.40. 

1.41. 

1.42. 


HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

ịx 3 + y (x + 2) = 2y (y + x 2 ) + X 
(x 2 + 3y + 2 xy + 4 = 5x 

ỊlO X 3 y 3 -9y 3 - (2 xy - y)^4xy 2 + 3Ị 
[4x 2 y 2 -2xy 2 + y 2 =3 

ị X 1 - 2 xy + X + y = 0 

Ịx 4 -4x 2 y + 3x 2 + y 2 =0 

ịỉ + x 3 y 3 = ỉ9x 3 
Ịy + xy 2 = -6x 2 

5 5 

Xy + x= —y 

2 7 3 

xy + X + y = — y 

201 2 j5+ĩx + ln — = 201 2 y5+ĩy 

y 

2x 2 -5y-4= yyj5x + 4 
\x-4)(x + l) = y{y + 5) 

lo ỗ*-2 ừ + 2 ) = £ ^ 

X 2 + y 3 = ^64 -x 2 y 
(x 2 +2) -y + 6 

ị2y 3 + 2xy/l-X = 3 yỊĨ—x - y 
Ịy = 2x 2 —l + 2xyyỊĨ+x 

jx 2 y - y 2 = 3 xy + X 
ịx 2 y 2 -xy 2 + y + l = 4y 2 

Í2x 2 y + 3xy = 4x 2 +9y 
[ 7 ^ + 6 = 2x 2 + 9x 

2z{x + y) + \- X 2 - y 2 
< y 2 + z 2 = 1 + 2 xy + 2 xz - 2yz 

yị3x 2 -l) = -2x(x 2 + 1 ) 


392 

Dang Thanh Nam 

Auditing 5 la, National economics University, Ha Noi, Viet Nam 















HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


1 . 43 . 

1 . 44 . 

1 . 45 . 

1 . 46 . 

1 . 47 . 

1 . 48 . 

1 . 49 . 

1 . 50 . 

1 . 51 . 

1 . 52 . 

1 . 53 . 

1 . 54 . 


Ịx 4 -4x 2 + y 2 -6y + 9 = 0 
|x 2 y + x 2 + 2y -22 = 0 

X 2 + y 2 + xy + \ = 4 y 
y(x + y) 2 = 2x 2 + 7y + 2 

2ịy/x + 2y + y j = X 2 + X 
(x-2)(2y-l) = X 3 -xy 

X\ịx 2 +2y+X+1 + 4y + X +1 = 0 
2^y 3 +2y-x-l) = y 2 (x + l) 

2(y 3 +2y-x-l)= y 2 (x + l) 

< '_ ^__ 

yịx 2 + 2y-2 + ^2y-X 2 = x 2 -2y + 3 

^2x+3y-ì -\Ịx 3 +3_y = 1 
3(2x + y-l) = 2x 2 +Ỉ0^x 3 +3y 


X + 2y + 2sj4x + y = 1 

2(x + 3) = ^/46-2(3-8x-8y) 

Í2x + 3 = 17x 2 + 13xy 
[2y -4 = 10y 2 +13xy 

(x 2 + l)(y 2 +l) = lOxy 

■í 

(xy + X + y +1) 2 = 27xy 

X 2 -4a/3x- 2 + 10 = 2y 
y 2 - 6^4 y — 3 +11 = X 


[ yỊ' 1X + y +y]4x + 2y +1 = 6 

[V* + >’ +1 + * - y = 1 

f 1 3 .( 

6 (x + y) xy + —+ 2 =^2x 2 +3y 2 J 

_ r 13 1 

29 xy + — +62 = (9x + 13y) 1 + — 

, I xyj { xyj 


r 

xy y 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


1.55. 


1.56. 


1.57. 


1.58. 


1.59. 


1.60. 


1.61. 


1.62. 


1.63. 


1.64. 


1.65. 


V*+Vỹ=- 


x + - 


Y 

r 0 

= 

y+- 




(sãỴ + (2jĩ) y =6 

8 


xy : 


(x-2y)ị3x + Sy + 4^x 2 +4xy + 4y 2 -16 
[y — 4x)Ị3y + 2x + 2^1 X 2 + 4xy + 4y 2 -16 

V4jc-3=(2/+ll)(l7-y) + Vỹ 

y (y - 3* + 3) = 5 (3x + 2) 

2x 2 y + y 2 - 2x 4 + X 6 
[(x+2)yfỹn=(x + ỉ) 2 


-6 
- 10 


yj5x- y -yj2 y - X = 1 

2^2 y - X + 3 xy = 2x 2 + y 2 + 3x +1 

-y/ 4 x — y -yj3y-4x = 1 

2^]3y-4x + y(5x- >’) = .t(4x + y)-l 

y 2 -6x = Jx(y 2 + 3 ) -3 
ỹ - + X + 2 + a/ 2x — 3 = 2 

x + 2y + Jx-2y =8 
y«Jx-2y =1 

^4x-y 2 -yjy + 2 =yj4x 2 + y 
4x 2 + 3x + 3 = 4xyJx + 3 + 2\j2x-\ 


xy + y +x = 7y 

X 2 

— + x = 12 

y 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 


1 . 66 . 


1.67. 


1 . 68 . 


1.69. 


1.70. 


1.71. 


1.72. 


1.73. 


1.74. 


1.75. 


2(y 3 -JC 3 ) = 6x 2 +lx-y + 3 


2j3^ + p(l + y)=^x 2 + 4 

2 , ..2 , 8xy . , 

X +y +—=— = 16 
x + y 


X 2 + 2x _ X 3 + x 2 y 
8y + 3 = py + 4 2 


Ị X 3 + 3 xy 2 = 6 xy -3x-49 
{X 2 -8xy + y 2 = lOy -25 t-9 


X 2 (y + l) = 6y-2 

x 4 y 2 + 2x 2 y 2 + y(x 2 + l) = 12y 2 -l 

(2x-y-2)y = 1 
X + y~ +1 = 2x + 2y 

4 1 


--+ -- = 2 

2 x+y 3 x-y 

4x + 12y = 7(2+ + y)(3x- >’) 

X + yj x~ +1 = y + ^ y~ — 1 
X 2 + y 2 —xy = l 


yỊlx 2 -xy -1 = 2 xy -1 
y\l 1-3+ 2 = 2x 

2tJx + y 2 + y + 3 -3 *Jỹ = ylx+2 
y 3 + y 2 -3y-5 = 3x-3ựx + 2 

8y 3 + yịy-2 = y<Jỹ- 2 - 2x 
y + \Í2x +T = 3 


1.76. 


'y n 3 
— + 8x 
yx ) 


+ 3,3 


— + 144 = 

XV 


ịỵỴ 

yXj 


( X 

7 + 3 y 

\y ) 

3x 4 3 
2x + -j- 

V y 


= 4 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


1 . 77 . 


1 . 78 . 


1 . 79 . 


1 y 2yfx 

“ 7 = + ^-~~ + 1 

< yỊx X y 

yỤx 2 +ỉ-ỉ ) j = ^3(x 2 + ỉ) 

(lx 2 -ì)(2y 2 -l) = ^xy 
X 2 + y 2 + xy-1 x-6y + IA = 0 

yjx+y + l + l = 4(x + y) 2 + ^3(x + ỹ) 
12jc(2x 2 + 3j + 7xy) = -l-12y 2 (3 + 5x) 


1 . 80 . 


1 . 81 . 


1 . 82 . 


1 . 83 . 


1 . 84 . 


1 . 85 . 


^x + y[ỹ -yỊx-y/ỹ =y/4x-y 
yịx 2 -16 = 2 + yly-3x 

x 3 y(l + y) + x 2 y 2 (2+ y) + xy 3 = 30 
x 2 y + x{\ + y + y 2 ^ + y = \l 

l + xy + yịxỹ = X 

-^r + y^íỹ = -^r + 3 Vỹ 

„ X\lx yịx 

\x-2yjy + ỉ = 3 

Ịx 3 -4x 2 - s Jy + 1 -9x-8 y = -52-4xy 
X 4 - (l + xV )log 1 X = / - (l + x 2 ;y 2 )log; y 

ị 5 5 

x + -yj2y + ỉ =ỉ + ^2x-y + 2 
Jx 4 + / =240 

ịx 3 -2y 3 =3(x 2 -4y 2 )-4(x-8y) 


1 . 86 . 


1 1 _ 2 
Vl + 2x 2 Ạ + 2y 2 - Ạ + 2xy 

y jx(l-2x)+yjy(l-2y) = 'ị 


1 . 87 . 


'2y(4y- +3x 2 ) = X A [x 2 +3) 
2 X ị^j2y -2x + 5- x + lj = 4 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


1 . 88 . 


1.89. 


1.90. 


1.91. 


1.92. 


1.93. 


1.94. 


1.95. 


1.96. 


1.97. 


1.98. 


1.99. 


6x 4 ~(-* 3 - ■*) y 2 -(y + 12)x 2 = -6 
5jc 4 - (jc 2 -1) 2 3^ 2 -1 1jc 2 =-5 

[ 2x 2 - 8 xy 2 -xy + 4_y 3 = 0 
[lóx 3 + 2x-Sy 2 + 5 = 0 

(.T+ y -1 ) yjx + y -1 + 6x + 2y = 20 
(3x+ ỵ - 2)yj3x + y- 2 + 2x + 2y = ỉ8 


X 2 + y 2 X 2 +xy + y 2 

2 + ^ 3 ^ = X + ỵ 
Xs]2xy + 5x + 3 = 4 xy -5x-3 


2(2x + ]) 3 + 2x + ỉ = (2y-3)Jy-2 
4x + 2 + yj2y + 4 = 6 

X 2 + y 2 - xy + Ax +1 = 0 
y(l-{x-y) 2 ^ = 2[x 2 +ì) 

ự- +9)(x 2 +9y) = 22(y-l'Ỷ 
X 2 - 2- Ayyjy + Ì = 0 

2^12x 2 - y 2 = y 2 - 2x 2 + 3 
X 3 -2y 3 = y-2x 


(23-3x)^7-x+(3y-20)^6-y =0 

yf2x + y + 2 - yj-3x + 2y + 8 +3x 2 -14.T-8 = 0 

yjx 2 -(x+y) 


yjx-y 
2(x 2 + y 2 )-3y/2x-l =11 

(2x + 3)V4jc-l+(2y + 3) > /4y-l = 2 > /(2jc + 3)(2y + 3) 


X + y = 4 xy 
3xy 


X + y- + - 


= 1 


x+y 


yfx + "ỹ ^2 jc - y + -ựóx + ỵ j = ịj3x-5y + 5 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


2xy + yj. 


1 . 100 . 


2 2 
X -y 


14 




'x+y^ 


+ > 




V ^ y 


V ^ y 


1 . 101 . 


1 . 102 . 


1.103. 


1.104. 


1.105. 


1.106. 


1.107. 


1.108. 


1.109. 


= 9 

x-y)(4xỹ-2) + 'fx = y+\fỹ 

(x + 1 )ị^y + \jxỹ + x(1-.t)) = 4 

'(y 2 -4y-8)(^ 2 + 3) = 64Vjc 
^(.y 2 ~ 6y +12) = 8Ịl + 

yịx-y +yjx- 2 = 2 

a/.ử + y 2 -xy (t - y) + ^/xy - y 2 = 2V2 (.X — 32 — 1) 

■\Ịx-y + yỊx- 2 = 2 
4 y-yịx-ỹ + 32x- y 2 =44 

yjx- y = 9-|x + 2y| 

jc(x + 4y -2) + y(4y + 2) = 44 

x + 2y 2 - y^Ịx~+3ỹ 2 =0 

2/--3y- X+ l + ẨZỊpĩ= 0 
. 6 

(1 l-y/2x + y -Ỉ6^x + 3y^jx = yịỉ3^jx + 3y -23xj2x+ yj 
■ử - y 2 + — = -4 

y 

2x 2 +4y 2 _lf2 3 )—— . 

-™ =4 \ . . *+? M 

.ry 

^(.T + l) 2 +xy + 3x + 2y + 5-2xyjx(y + 3^ = y[x + sj y + 3 

[(2x + 3)V4jr-l+(2y + 3) > /4y-l = 2 > /(2jc + 3)(2y + 3) 

[ x+ y = 4xy 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


1 . 110 . 


3jc + 10 yịxỹ — y = 12 

6(* 3 + /) Ị , ' 

xr-T-4-V 2 ( x + y í3 

r -I- rv -4- a; » 7 


X + xy 4- y 


1 . 111 . 


1 . 112 . 


1.113. 


jx 2 -(x+y)=^== 

yjx-y 

2(x 2 + y 2 )-3j2x-n=n 

y]5x-y -^2y-x = 1 

2- s j2y-x + 3 xy = 2x 2 + y 2 + 3x — 1 = 0 

2x-y + yịx- 1 = ^2x-2 + 2(2x- y) 2 
y 2 + 4 w X -1 = 17 


1.114. í 


*(/+!)_ 3 
t 2 + / “5 
(, 2 -l) = 4 

.2 . .2 e 


1.115. 


1.116. 


1.117. 


1.118. 


1.119. 


1 . 120 . 


JK + y 

y( , 

2 . 2 c 

X + y 5 

(x + y) (l + xy ) = 4xy 

(jr 2 + y 2 )(l + *y) = 4jcy 

3 Vỹ = 3x + y 
X'íỹ(y- ì ) = 3(x + yfỹ) 

X 2 -y-4xy 2 + 4 = 0 
2xy 2 + 4v 2 -X y-2y = 3 

2.r + yjl-x+ y-x 2 - y 2 = 1 
2x 2 -2y ĩ =l 

yfx + V x~ + J + 3 = 2 
2V X + 4 + 3 V y + 8 =13 

■\j2y 2 -7y + Ĩ0-x(y + 3 ) + sjy + ĩ = x + 1 

Jy +1 H—= x + 2); 

x + l 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


1 . 121 . 


1 . 122 . 


2 3x+1 +2 y ~ 2 =3.2 y+3x 

[^/3x 5 + X 4 y + 3x 3 + x 2 y +1 = \lx 4 + X 2 +1 
X 2 +2xy + y = 0 

X 3 + 3xy + 2yjy + l Ịx + ^x 2 y + 2 j = 4 


1.123. 


X 2 + xy + y 2 =3x-2 

ịx 2 + xy^j +ịy 2 +2^j = 17x 4 


1.124. 


x + 3 = 2^(3y-x)(y + l) 
y/3y-2- ] J^Y?- =xy-2y-2 


1.125. 


X + 8 = yj2y-XsJy + 4 
X 2 + 2x + y = y\lx 2 -x + 4 


1.126. 

1.127. 


1.128. 


jx 3 y 2 + X 2 y 2 + y 2 X = 2x 2 + 2x- 
|2x 3 + 3x 2 +6 y = 12x-13 

'x A +2(3y + ỉ)x 2 +(5y 2 +4y + n)x-y 2 +ì0y + 2 = 0 
y 3 + (x - 2) y + X 2 + X + 2 = 0 

Vl + Vl-T 2 =xịl + 2Ạ-y 2) j 
< 1 1 _ 2 
-\/ĩ+7 Ạ + yỊxỹ 


1.129. 


■yịĩx^^^ỹ^-6 xy(x + y) 2 = 48y(x 1 + y 2 ) + y^J-^--3 + 12x 2 y 2 
■^y(x + ;y--l)-3(x 2 + y 2 ) + 6xy-31 -^Ịxy + x(x + y) + y 2 = 1 


1.130. 




1.131. 


yịxị^x-y- 1) + -^(x + y) 7 + (x-l) 2 +6 = Vx + 2 
X 2 + 3xy + y 2 = 1 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

_ • __ 


1.132. 


y + ÍẾWZ = 16-4*’ 

< 2 x+y ,x > 0 

2x 3 -3x 2 + 3-^x 3 +3sjỹ-Ỉ2 -4 = 0 


1.133. 


X 1 + 2.xy + y = 0 

X 3 + 3 xy + 2yjy + ỉ Ịx + \jx 2 y + 2 j = 4 


1.134. 


y 6 + y 2 + 2x 2 = -Jxy-x 2 y 2 

8xy 3 + 2y 3 +-^ = 4x 4 + 3x 2 + X + 2-^1 +(2x- _y) 2 


1.135. 


x(V -l^ + (.xy + 3) y = X 2 + y 2 
y(x 2 + l) + (xy + 3)x = 0 


1.136. 


4 , .2 , 2,.2 _ „3 , „ 2 ,, 2 

X +3; +x y = y + X y-X 

-10x 3 -5x + 12y-ll = 2x 2 ịịlx' i -ly + 2x + l 


1.137. 


(3x + 1 ) ^9y° + 6y+ 2 - ỵ + 1 = 4x-^/ĩựỹ 2 ~+ĩ 
2012" - 2012 v = (log 3 y - log 3 x)(l2 + 4 xy) 


11-20 ịy + yl^y 2 - 2_y+ 6 + 3x 2 =3x + 4lx 2 +7 +2 
[3y 2 -4x 2 -3y + 3x + l = 0 


1.139. 


1.140. 


l + - s /x+ y+ 1 = 4(x+ +yj 3(x + 

log 4 (3x + 2y) 2 + log^ Vx+Ĩ = 4 

Jx 4 +2xy + 6y-(7 + 2y)x 2 =-9 
[2x 2 y-y 3 =10 


1.141. 


2x 3 + x 2 y + xy 2 + 


' , y ' 
x+4- 
2 


'7 



3/ 

4 


V 2 + X + yịĩỹ—ĩ — 5 
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